Consideremos la sucesion de vectores (1o, f1, - - - flm k) €0 R™T1 Se en-
cuentra en la frontera de la bola unidad, que es un conjunto compacto.
Sabemos por tanto que podemos extraer una subsucesién convergente.
Denotemos por (7o, Mk -- -, Mmx) dicha subsucesiéon convergente y por
(Ao, ALy -y Am) € R™ su limite. Tal limite estd en la esfera unidad, es
decir, 1", A = 1, por lo que todos los escalares \; no pueden ser nulos.
Si (z") es la subsucesién correspondiente de (x*), tenemos que z°© — 0
pues X* — 0. Por tanto, teniendo en cuenta que

no(D; f(Z*) +225) + Zﬁi,ijng(zk) =0,1<j<n,
=1

tomando limite cuando & — oo, deducimos que es
AoD;f(0) + > AiD;jgi(0) =0, 1< j<n.
i=1

Si los vectores Vg;(0) son linealmente independientes, ha de ser Ay # 0,
por lo que podemos dividir por él y concluir la demostracion.
]
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El teorema de los
multiplicadores de Lagrange

Resumen

El teorema de los multiplicadores de Lagrange puede encontrar-
se probado en muchos textos. La demostracién habitual se basa en
el teorema de las funciones implicitas. La que vamos a ver a con-
tinuacion no hace uso de tal teorema. Ademas de resultados de
calculo elemental, s6lo utiliza el teorema que permite extraer de
una sucesion acotada en R™ una subsucesion convergente (Bolzano-
Weierstrass) y el teorema que afrma que una funcién real continua
defnida en una bola cerrada de R™ alcanza su minimo en algun
punto de esa bola.

Sea A C R" un conjunto abierto, f,g;: ACR*" - R, 1 <i<m<n,y
D={xeA: ¢g(x)=0, 1 <i<m}.Sedice que f tiene en a un extremo
relativo bajo las condiciones g¢;(x) = 0, 1 < ¢ < m (llamadas también
ligaduras) si la funcién fj4np tiene en a un extremo relativo.

Teorema 1. Sean f,g;: ACR" - R, 1 <i<m<n, AC R"abierto,
tales que f,g1,...,gm € C1(A). Sea

D={xeA: ¢g(x)=0, 1<i<m}.

Sia e Dy f(x) > f(a) para todo x € D N B(a,r), entonces existen
A0, ALy - -+, Am € R no todos nulos tales que

MVif(a)+ Z AiVygi(a) =0, es decir,
=1

XoDj f(a) + Z AiDjgi(a) =0, 1< j <n.
i=1

Si ademds los vectores Vg;(a), 1 < i < m, son linealmente independien-
tes, podemos elegir \g = 1.



Demostracién. Vamos a usar la norma euclidea en R". Suponemos que
a=0yque f(a) =0.Seace; >0, <r,tal que la bola cerrada centrada
en el origen y radio ¢; estd contenida en A.

Dividimos la prueba en tres pasos:

Primer paso: Vamos a demostrar la siguiente afrmacion:
Para cada ¢ € (0, 4], existe una constante M € Rtal quesiz € A, ||x]| =¢
entonces es

FO0) +[Ix[[* + MY gi(x)* > 0.

En efecto, si suponemos lo contrario, existiria ¢ € (0,£;] de modo que

VM eR IxM € A, x| =&, FM)+ X7+ MDD g(xM)* <o0.

i=1

Denotemos por (M;) una sucesién de nimeros positivos, M; — +ooy
sea (xr) la sucesion de vectores asociada. Tal sucesion se encuentra en
un conjunto compacto (la esfera de centro el origen y radio ¢g), luego
podemos extraer una subsucesién que notamos (y*) convergente a un
vector x* de la esfera, es decir, ||x*|| = ¢¢. Si llamamos (N;) a la sucesiéon
de escalares asociada a (y*), tenemos que es

GRS Valls +Nkzm:gi(yk)2 <0 y por tanto AVa Nl N igi(yk)2~
i=1 — Nk i=1

Si tomamos limite cuando & — co, dado que
FO") = F&), YR =& gily®) — gilx),

deducimos que
Zgi(x"‘)2 <0 dedonde g;(x")=0,1<i<m.
i=1

Luego x* € DN B(0,r) y por tanto f(x*) > 0. Pero por otra parte, al ser

m

FO)+IYHIP < =N gi(y")* <0,

i=1

se deduce que f(y*) < —|ly*||* = €2 y por tanto, f(x*) < —¢2 < 0. Esta
contradiccién prueba la afrmacion anterior.

2

Segundo paso: Veamos a continuacién que para cada ¢ € (0,¢;] existe
un vector X, ||X|| < ¢, y unos escalares i, pt1, ..., pm € R, > it pu? =1, de
modo que

po(D; f(X) +2%;) + Y miDgi(X) =0, 1< j <n.

i=1

En efecto, para cadac > 0, < ¢, sea M € R la del apartado anterior. La
funcién F: A C R" — R defnida por

F(x) = f(x) + IIx[* + MY gi(x)°

i=1

es continua en el compacto 5(0,¢), luego alcanza un minimo absoluto.
Como F(x) > 0 en la frontera (de acuerdo con lo probado en el pri-
mer paso) y F(0) = 0, se sigue que el minimo lo alcanza en un punto
X del interior. Como F' es diferenciable en la bola abierta B(0,<), debe
ser DF'(X) = 0. De aqui deducimos, al igualar las derivadas parciales de
la funcién F a cero que

D;f(R)+ 275+ Y 2Mgi(X)D;g:(X) =0, 1<j<n.
=1

Basta entonces considerar

m 1/2 -
1 2M g;
L= (1"' E (2Mgz‘(x))2> v Moo= Mi:ﬂ 1<i<m

i=1

para concluir que Z;’;O /4? =1y

i=1

Tercer paso: Sea (s;) una sucesién de nimeros positivos decreciente a

cero. De acuerdo con lo probado anteriormente, sean (X*) C B(0,¢;) y

o,k ks - - - > Bk € R tales que >0 /,Lf’k =1y

pok(D; f(X*) + 225) + ZMi,ijgi(fk) =0, l<j<n.

i=1



