
Consideremoslasucesióndevectores(µ0,k,µ1,k,...,µm,k)enRm+1.Seen-
cuentraenlafronteradelabolaunidad,queesunconjuntocompacto.Pode-
mosextraerpuesunasubsucesiónconvergente.Sea(η0,k,η1,k,...,ηm,k)di-
chasubsucesiónconvergentey(λ0,λ1,...,λm)∈Rm+1sulı́mite.Tallı́mite
estáenlaesferaunidad,esdecir,∑

m
i=0λ2

i=1,porloquetodoslosescalares
λinopuedensernulos.
Si(zk)eslasubsucesióncorrespondientede(xk),tenemosquezk→0pues
xk→0.Portanto,teniendoencuentaque

η0,k(Djf(zk)+2zk
j)+

m

∑
i=1

ηi,kDjgi(zk)=0,1≤j≤n,

tomandolı́mitecuandok→∞,deducimosquees

λ0Djf(0)+
m

∑
i=1

λiDjgi(0)=0,1≤j≤n.

Silosvectores∇gi(0)sonlinealmenteindependientes,hadeserλ06=0,por
loquepodemosdividirporélyconcluirlademostración.
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Elteoremadelos
multiplicadoresdeLagrange

Resumen
ElteoremadelosmultiplicadoresdeLagrangepuedeencontrar-

seprobadoenmuchostextos.Lademostraciónhabitualsebasaenel
teoremadelasfuncionesimplı́citas.Laquevamosaveracontinua-
ción,debidaaE.J.McShane(véase[MS]),nohaceusodetalteore-
ma.Ademásderesultadosdecálculoelemental,sóloutilizaelteorema
quepermiteextraerdeunasucesiónacotadaenRnunasubsucesión
convergente(Bolzano-Weierstrass)yelteoremaqueafirmaqueuna
funciónrealcontinuadefinidaenunabolacerradadeRnalcanzasu
mı́nimoenalgúnpuntodeesabola.

SeaA⊂Rnunconjuntoabierto,f,gi:A⊂Rn→R,1≤i≤m<n,yD=
{x∈A:gi(x)=0,1≤i≤m}.Sedicequeftieneenaunextremorelativo
bajolascondicionesgi(x)=0,1≤i≤m(llamadastambiénligaduras)sila
funciónf|A∩Dtieneenaunextremorelativo.

Teorema1.Seanf,gi:A⊂Rn→R,1≤i≤m<n,A⊂Rnabierto,tales
quef,g1,...,gm∈C1(A).Sea

D={x∈A:gi(x)=0,1≤i≤m}.

Sia∈Dyf(x)≥f(a)paratodox∈D∩B(a,r),existenλ0,λ1,...,λm∈R

notodosnulostalesque

λ0∇f(a)+
m

∑
i=1

λi∇gi(a)=0,esdecir,

λ0Djf(a)+
m

∑
i=1

λiDjgi(a)=0,1≤j≤n.

Siademáslosvectores∇gi(a),1≤i≤m,sonlinealmenteindependientes,pode-
moselegirλ0=1.
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Demostración.Vamosausarlanormaeuclı́deaenRn.Suponemosquea=0
yquef(a)=0.Seaε1>0,ε1<r,talquelabolacerradacentradaenel
origenyradioε1estácontenidaenA.
Dividimoslapruebaentrespasos:

Primerpaso:Vamosademostrarlasiguienteafirmación:
Paracadaε∈(0,ε1],existeunaconstanteM∈Rtalquesix∈A,‖x‖=ε
entonceses

f(x)+‖x‖2+M
m

∑
i=1

gi(x)2>0.

Enefecto,sisuponemoslocontrario,existirı́aε0∈(0,ε1]demodoque

∀M∈R∃xM∈A,‖xM‖=ε0,f(xM)+‖xM‖2+M
m

∑
i=1

gi(xM)2≤0.

Denotemospor(Mk)unasucesióndenúmerospositivos,Mk→+∞ysea
(xMk)lasucesióndevectoresasociada.Talsucesiónseencuentraenuncon-
juntocompacto(laesferadecentroelorigenyradioε0),luegopodemos
extraerunasubsucesiónquenotamos(yk)convergenteaunvectorx∗de
laesfera,esdecir,‖x∗‖=ε0.Sillamamos(Nk)alasucesióndeescalares
asociadaa(yk),tenemosquees

f(yk)+‖yk‖2+Nk

m

∑
i=1

gi(yk)2≤0yportanto
f(yk)+‖yk‖2

−Nk
≥

m

∑
i=1

gi(yk)2.

Sitomamoslı́mitecuandok→∞,dadoque

f(yk)→f(x
∗
),‖yk‖2→ε2

0,gi(yk)→gi(x
∗
),

deducimosque

m

∑
i=1

gi(x
∗
)2≤0dedondegi(x

∗
)=0,1≤i≤m.

Luegox∗∈D∩B(0,r)yportantof(x∗)≥0.Peroporotraparte,alser

f(yk)+‖yk‖2≤−Nk

m

∑
i=1

gi(yk)2≤0,

sededucequef(yk)≤−‖yk‖2=ε2
0yportanto,f(x∗)≤−ε2

0
<0.Esta

contradicciónpruebalaafirmaciónanterior.
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Segundopaso:Veamosacontinuaciónqueparacadaε∈(0,ε1]existeun
vectorx,‖x‖<ε,yunosescalaresµ0,µ1,...,µm∈R,∑

m
i=0µ2

i=1,demodo
que

µ0(Djf(x)+2xj)+
m

∑
i=1

µiDjgi(x)=0,1≤j≤n.

Enefecto,paracadaε>0,ε≤ε1,seaM∈Rladelapartadoanterior.La
funciónF:A⊂Rn→Rdefinidapor

F(x)=f(x)+‖x‖2+M
m

∑
i=1

gi(x)2

escontinuaenelcompactoB(0,ε),luegoalcanzaunmı́nimoabsoluto.Co-
moF(x)>0enlafrontera(deacuerdoconloprobadoenelprimerpaso)
yF(0)=0,sesiguequeelmı́nimoloalcanzaenunpuntoxdelinterior.
ComoFesdiferenciableenlabolaabiertaB(0,ε),debeserDF(x)=0.De
aquı́deducimos,aligualarlasderivadasparcialesdelafunciónFaceroque

Djf(x)+2xj+
m

∑
i=1

2Mgi(x)Djgi(x)=0,1≤j≤n.

Bastaentoncesconsiderar

L=

(

1+
m

∑
i=1

(2Mgi(x))2

)

1/2

,µ0=
1
L

,µi=
2Mgi(x)

L
,1≤i≤m

paraconcluirque∑
m
i=0µ2

i=1y

µ0(Djf(x)+2xj)+
m

∑
i=1

µiDjgi(x)=0,1≤j≤m.

Tercerpaso:Sea(εk)unasucesióndenúmerospositivosdecrecienteacero.
Deacuerdoconloprobadoanteriormente,sean

(xk)⊂B(0,εk)yµ0,k,µ1,k,...,µm,k∈R

talesque∑
m
i=0µ2

i,k=1y

µ0,k(Djf(xk)+2xk
j)+

m

∑
i=1

µi,kDjgi(xk)=0,1≤j≤n.
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