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PLAN DE LA ASIGNATURA

La asignatura Ampliacion de la Teoria de Funciones de Varias Variables es una asignatura
obligatoria del plan de estudios conducente a la obtencion del titulo oficial de Licenciado en
Matematicas. De acuerdo con dicho plan, (publicado en el B.O.E de 14 de enero de 1998),
tiene asignada una carga docente de 7.5 créditos, de los cuales 5 son teoricos y 2.5 practicos.
Asi pues, le corresponden 75 horas lectivas, divididas en 50 teoricas y 25 practicas.
La asignatura esta dedicada a estudiar la integral de Lebesgue en el espacio euclideo R", su
expresion como integrales iteradas mediante el teorema de Fubini, los cambios de variables
en las integrales multiples y las integrales de linea y superficie, probandose los teoremas
clasicos de Green, Gauss y Stokes.
Las clases tedricas tienen por objeto mostrar al alumno los resultados fundamentales de
la materia, con sus demostraciones, y con ejemplos que faciliten su comprension. Algunas
pruebas se omiten o simplemente se indican, complementandose con bibliografia adecuada.
Se insiste al alumno en la necesidad del estudio continuado y de una actitud critica y activa
ante lo que se le expone en estas clases.
En las clases practicas se pretende que el alumno adquiera una comprension mas profunda
de los conceptos teoricos, y aprenda a manejarlos y a aplicarlos, mediante la resolucion de
problemas y ejercicios. Se intenta que sean los propios alumnos quienes los resuelvan, para
lo que se les hace entrega de hojas con los enunciados de los problemas. Los siguientes ejer-
cicios, en fechas que se indicaran a lo largo del curso, deberan entregarse completamente
resueltos:

Tema 1 3

Tema 2 6,13, 17, 27

Tema 3 5(ei,j,p), 16, 21, 33

Tema 4 3(1,2), 21, 24, 26

La resolucion y explicacion en clase de ciertos problemas puede ser valorada positiva-
mente, reflejandose en la nota correspondiente, como se detalla mas abajo.
Es necesario el aprendizaje del lenguaje matematico preciso adecuado, lenguaje que ha de
ser empleado con propiedad y claridad. Los alumnos deben poseer la capacidad de expre-
sarse con soltura.
La adecuada preparacion de la asignatura aconseja la asistencia a clase, asi como consultar
las dudas fundamentales a los profesores encargados de impartirla. De acuerdo con las
disposiciones vigentes, en el tablon de anuncios del Departamento de Analisis Matematico
se publicara el horario de consultas o tutoria del profesorado. Se recomienda a los alumnos
que hagan uso de tal horario, para aclarar aquellas dudas que les plantee el estudio de la
asignatura, tanto en sus aspectos teoricos como practicos, a lo largo del curso, procurando,
en la medida de lo posible, no dejar las consultas para los ultimos dias anteriores a los
examenes.
Se insiste también en el respeto a tal horario. Para consultas fuera del mismo, los intere-
sados deben ponerse en contacto con el profesor encargado, al efecto de concertar la cita
correspondiente.

Régimen de examenes y calificacion. A lo largo del curso se realizaran dos pruebas
de caracter voluntario y dos examenes finales. La primera prueba de caracter voluntario
evaluara los conocimientos adquiridos de los dos primeros temas y la segunda los del ter-
cero. Ambas se realizaran preferentemente en horario lectivo'. En la primera convocatoria

1Estas dos pruebas se realizaran siempre y cuando lo permita la capacidad del aula
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ordinaria la calificacion se obtendra anadiendo, si la puntuacién obtenida en el ejercicio es
al menos de 4 puntos, el 10 % de la obtenida en las pruebas voluntarias en las que también
se haya alcanzado esa minima puntuacion, asi como hasta 0.5 puntos por la resolucion de
problemas.

Queremos resaltar, para terminar, los siguientes puntos:

Para aprobar la asignatura sera necesario obtener al menos 5 puntos y haber entre-
gado los ejercicios propuestos a lo largo del curso.

Los examenes seran escritos, quedando determinado el espacio correspondiente a las
respuestas de cada pregunta.

Los examenes podran ser algunos de ellos, bien en su totalidad o en parte, de tipo
test.

Para superar las pruebas se requiere un conocimiento general de la asignatura, lo que
significa que los examenes descompensados o que manifiesten ignorancia de partes
de lo que se pregunte, se consideraran insuficientes para superar el curso.

Por acuerdo de Junta de Facultad, las clases se impartiran desde el 10 de febrero de
2003 hasta el 29 de mayo de 2003, y los examenes finales se realizaran el martes 17
de junio de 2003 y el jueves 11 de septiembre de 2003.

En la pagina web http://www.pdipas.us.es/f/facenda/ aparecera, a lo largo del
curso, informacion relacionada con la asignatura.
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PROGRAMA DE LA ASIGNATURA

1. Espacios medibles. Medida de Lebesgue. Espacios medibles. Medidas positivas.
Medida exterior de Lebesgue en R"”. Medida de Lebesgue.

2. Integral de Lebesgue. Integral de funciones simples. Funciones medibles. Integral de
funciones medibles no negativas. Integral de funciones con signo arbitrario: Teore-
mas de convergencia. Integrales dependientes de un parametro. Relacién entre las
integrales de Riemann y Lebesgue.

3. Integrales multiples. Teorema de Fubini. Cambios de variables en una integral mul-
tiple. Aplicaciones.

4. Integrales de linea y superficie. Integrales curvilineas. Independencia del camino.
Teorema de Green. Integrales de superficie. Teoremas de Stokes y Gauss. Aplicacio-
nes.

BIBLIOGRAFiA
El contenido de la asignatura se encuentra detalladamente desarrollado en el libro

Facenda Aguirre, J. A., Freniche Ibaiiez, F. J. Integracion de funciones de varias va-
riables. Piramide, 2002.

Este texto se seguira a lo largo de todo el curso. Para bibliografia adicional, remitimos a la
indicada en dicho manual. No obstante, damos a continuacion una relacién de libros tnica
y exclusivamente de problemas:

Libros de problemas:

1. Bombal, F.,, Rodriguez, L., Vera, G. Problemas de Analisis Matematico (3 tomos).
AC, Madrid 1987.

2. Flory, G. Ejercicios de Topologia y Analisis (tomo 3). Reverté, Barcelona 1971.

3. Genet, J.; Pupion, G. Analyse Moderne. Vuibert, Paris 1971.

4. George, C. Exercices et problemes d’integration. Gauthier Villars, Paris 1988.

5. Liashko, L.I. y otros. Matematica superior. Problemas resueltos (tomo 4). Editorial
URSS, 1999.

6. Spiegel, M.R. Calculo superior. Serie Schaum, McGraw-Hill 1969.

7. Spiegel, M.R. Variables reales. Serie Schaum, McGraw-Hill 1969.
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Ampliacion de la Teoria de Funciones
de Varias Variables

Los enunciados en letra cursiva corresponden a problemas propuestos en exdmenes del curso

académico 2001/02

Ejercicios del tema 1

1.

Si X es un conjunto no numerable, la familia formada por los subconjuntos numerables
o de complemento numerable, es una c-algebra.

Si A, B C R" son tales que d(A, B) > 0, prueba que m*(AUB) = m*(A) + m*(B).

Prueba que Z C R" tiene medida de Lebesgue cero si y sélo si para cada ¢ > 0 existe
una sucesion (I;) de intervalos tales que Z C U;i1 Liy Z}’L vol(lj) <e.

Sea A el conjunto de los puntos del intervalo [0, 1] en cuyo desarrollo decimal no aparece
un digito dado. Prueba que es medible y calcula su medida.

Sean A ¢ R¥y B ¢ R” conjuntos medibles Lebesgue. Prueba que el conjunto producto
cartesiano de ambos, A x B C R¥*" es medible Lebesgue.

Ejercicios del tema 2

1. Enlos siguientes apartados da un ejemplo de lo que se pide o, en caso contrario, indica
la imposibilidad del mismo:

a)

b)

c)

d)

e)

f)

Una funcién f: (a,b) — R continua que no sea integrable Lebesgue en (g, b).

Dado a > 0, un subconjunto medible Lebesgue A C IR, de interior vacio tal que
m(A) = a.

Dos funciones f, g: R — R iguales en casi todo R para la medida de Lebesgue, una
integrable Lebesgue y la otra no.

Un conjunto A C IR medible Borel que no sea un intervalo, ni un conjunto abierto,
ni cerrado, ni acotado.

Una sucesién (f,) de funciones integrables Riemann en un intervalo, f, — f, f no
integrable Riemannn pero si Lebesgue.

Una sucesion de funciones integrables que converja en casi todo a una funcién que
no sea integrable.

2. Calcula, mediante el teorema de la convergencia dominada,

JOSE A. FACENDA AGUIRRE 7
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AMPLIACION DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

e*X
1—e*
en (0, +00)? ;Puedes aplicar algin teorema de convergencia que garantice la igualdad

3. Consideremos la sucesién fu(x) = X (L +c0)? definida para x > 0. ;(Es f, integrable

+o0 +o0
lim fn(x)dx :/ lim f,(x)dx?.
0

n—oo 0 n—oo
(Esta la sucesion (f,) dominada por una funcién integrable en (0, +00)?

4. Delas siguientes afirmaciones, demuestra las verdaderas y da un contraejemplo de las
falsas:

a) Si f, esla funcién caracteristica del intervalo abierto (1,7 + 1), entonces

R R

b) Si f, — f [unif] en un intervalo acotado [a, b], f, medible, entonces

].im fn —_ / ]im fn .
[a,b]

[a,b]

. 1 .
c) Sifu(x) = Ee_x/”, entonces f, — 0 [unif] en R pero lim/ +fn # /+ lim f,,.
R R

5. Deduce razonadamente si a las siguientes sucesiones de funciones puede aplicarseles
el TCD en los recintos indicados. En caso afirmativo, da una funcién dominante.

1
fu(x) = N +Vnxoa/my 0<x <1,

2
sen X
gn(x) = 2 Koy X 2 0,
arc te(nx?
hn(x> = %/ x>0

6. o) Sean c Ry fu(x) =n%si0 < x < 1/n; fu(x) = 1/xsil/n < x <1, jpara
qué valores de a puedes aplicar a esta sucesion el teorema de la convergencia
dominada?

b) Sea ahora g,(x) =n,s10 <x <1/n;gu(x) =0si1l/n < x < 1. Prueba que si g es
una funcién que domina a la sucesién (g, ), entonces g no es integrable en [0, 1].

T dx
7. Seaa>0 y e, >0, lim, .«é, = 0. Calcula razonadamente lim

n—oo J, €n+x3/2'

n+1
n

¢

éQué sucede sia =0y e, = log
8. Indica la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

Toda funcién simple es medible.
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AMPLIACION DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Toda funcion simple y medible es integrable.

Si pu(X) < oo, toda funcién ¢: X — R simple y medible es integrable.

Si pu(X) < oo, toda funcién f: X — R medible es integrable.

Existen espacios de medida en los que toda funcién f: X — R es integrable.

Toda funcién f: R — R continua es medible Borel.

Si f,: X — R son medibles, / YMifodi= Y A fadu.
X p=1 n=1vX

La funcién f(x) = es integrable en (a, +0), Va > 0.

1
x(14x)

La funcién f(x) = es integrable en (0,1) y en (1, +00).

1
Vet

=]

Si f* es integrable, f también lo es.

9. En las ocho preguntas siguientes, senala la unica respuesta verdadera existente entre
las alternativas propuestas.

a)

b)

c)

Sean (IR", M) el espacio medible de Lebesgue y A C R".
A es medible.

El interior y el cierre de A son medibles.

<!
=][=][=] =]

Si A es un conjunto de Borel es abierto.

Ninguna de las anteriores.

(R", M, m) el espacio de medida de Lebesgue y A € M.
Sim(A) < o0, A es acotado.

Si B C A, B también es medible.

Sim(A) =0, A es acotado.

Ninguna de las anteriores.

<I[<ll=ll<] g [=ll=ll<l<]
=}

n (X, M) un espacio medibley f: X — R.

Si f es simple, es medible.
Si f no es simple, no es medible.

Sif =xay A esmedible, f es medible.

<= ¢
HEEE = ==

Ninguna de las anteriores.
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AMPLIACION DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

d) Sean (X, M) un espacio medible y f: X — R una funcién medible.

3 (¢,) simples y medibles que converge a f.
3 (¢n) creciente, simples y medibles que converge a f.
3 (¢,) simples y medibles que converge a f.
Ninguna de las anteriores.
e) Sea (R", M) el espacio medible de Lebesgue.
Si f = g en casi todoy f es continua, g es continua.
Si f = g en casi todo y f es medible, ¢ es medible.
\Y

<
&l

=== =] % [=[=][==] % ==

Si f = g en casi todo ambas son medibles.

<JI=<l[<]

Ninguna de las anteriores.

=]

, M, 1) un espacio de medida y f: X — [0, +oc] una funcién medible.
La integral de f es finita.
Si existe la integral de f es finita.

La integral de f existe y es un elemento de [0, +oo].

\h
<= g

Ninguna de las anteriores.

g n (X, M, ) un espacio de mediday f: X — R.

Si f es integrable, |f| es integrable.
Si f es integrable, las integrales de f y |f| coinciden.
Si |f| es integrable, f es integrable.

<= ¢

Ninguna de las anteriores.
, M, u) un espacio de medida y f, — f una sucesién de funciones medibles.
lim [ fudu = [y lim f, dp.
Si (fu) es creciente, lim [y f, du = [ lim f, dp.
Si (fn) es creciente y f1 > 0, lim [y f, du = [y lim f,, dp.
Ninguna de las anteriores.

>
< g
=
= EEE

—nx

(x) = e?, x > 0. Estudia la integrabilidad de las funciones f, en (0, +0).

10. Sea

™

+o00 +00
(Es cierta la igualdad lim fu(x)dx = / lim f,(x)dx?
0

n—oo 0 n—oo

+o0 +o0
Sia > 0, jes cierta la igualdad 7}im fu(x)dx = / nlim fn(x)dx?
—00 a —00

a

11. Consideremos la sucesién de funciones fu(x) = n/(n*+x2), x > 0. (Es cierta la identi-
dad

/Ooo lim f,(x)dx = lim /Ooo fn(x)dx?

n—oo n—oo

(Converge la sucesioén (f,) uniformemente en (0, +00)? ;Y si integramos en un intervalo
acotado [0, a]?
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

AMPLIACION DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

) . : 1 : :
Consideremos la sucesién de funciones f,(x) = arctan —, definidas para x > 0. Justifica
nx

razonadamente si puede aplicdrsele alguno de los siguientes teoremas:

TCU convergencia uniforme TCA convergencia acotada
TCD convergencia dominada TCM convergencia mondtona

en los recintos indicados, siendo 0 < a < b < +o0.

TCU | TCA | TCD | TCM
[0, a]
[a,b]
[a, +o0)
[0, +00)
Consideremos la sucesion de funciones, definidas para t > 0 por
1
Pl
V't <1 + —)
n
Prueba que sin > 1, f,, € £! ((O, +oo)). Calcula lim/ fndm.
(0,+0)
Calcula razonadamente, en lo casos siguientes, nlim fndm:
1+ nx nx
fu(x) = 1+ )" fu(x) = 11 22
_ nxlogx . omy/x
) = T o) = T e

Sea f: [0,1] — R dada por f(x) = 0 si x es racional, f(x) = 1/a sia es el primer digito
no nulo en su representacién decimal. Prueba que f es medible Lebesgue y calcula el
valor de su integral.

X

Integra en [0, 1] la serie ) ———
0.1 nZz: n(x +n)

=

y deduce la existencia del limite
n
7= Jm | L
k=1

— log n) ,
conocido como constante de Euler-Mascheroni.

1 1
/ x Ydx = —.
0 n>1 n

Demuestra la igualdad
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18. Seala funcién f: (0, +o0) x R — R dada por f(x,a) = sen(ax) e .
£+ (0,4) por f(x,a) =
a) Prueba que para todo « € R la funcién f,: (0,+00) — R, fa(x) = sen}(cocx) e * es

integrable Lebesgue en (0, +00).

+00
b) Caleula F(a) = / w
0

e Ydx.

+00
19. cConsideremos la funcion F(t) = / e dx. sPara qué valores de t estd bien definida?
0

Calcula razonadamente 1im;_,o+ F(t) y limy_, 4o F(t)

+00 2 t
20. Definamos I(t) = / se;qexx dx, para cada t > 0.
0

a) Prueba que el valor de I(#) esta bien definido y es finito.
b) ¢Esla funcion I continua?

c¢) ¢(Esla funciéon I derivable?

d) Calcula el valor de I(t) para cada t > 0.

21. Sea I(t) = /+°°
0

e—xt
m dx.
a) ;Para qué valores de t estd bien definida?

b) Prueba que es continua en su dominio de definicion.
¢) Prueba que es derivable para t > 0.

d) ;Es derivable en t = 0?

2
1o lOg (1 + t—z)
22. Sea F(t) = / =———"dx, g 0.
0 X
a) Prueba que F esta bien definida.
b) Prueba que F es derivable. Calcula F'.
c¢) Calcula lim;_, o F(t).

d) Da una expresion explicita de F(t).

Lo Arctg (Tx)
23. Consideremos la funcién F (t) = /0 0ty dx.

Prueba que estd bien definida y que es derivable. Da una expresion explicita de F.
24. Consideremos la funcién
Tlog(1 — #2x?
0 x2v1—x2

Prueba que F es derivable en (—1,1) y calcula F(t) explicitamente.

dx, |t| <1.
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00 2.2
25. Consideremos la funcién F (t) = / log(1+#x7) dx

0 1+ x2

a) ¢(Para qué valores de t esta bien definida la funciéon F?
b) Calcula, donde exista, F'(f).

¢) Deduce el valor de F(t).

arctan ¥ p T | 1+t
- -~ dx = —
x(1+ x2) 2 98T

—+00
26. Demuestra razonadamente que / , cualquiera que sea
0

t > 0.

2'7. Consideremos la funcién

X

F(t) :/ —e= dy.
1

Estudia para qué valores de t estd bien definida. Calcula, donde exista, F'(t). Calcula
lim;_, 1 F(t) y lim;_ o+ F(2).

28. Prueba que la funcion

/2
F(t):/ g (Htﬂ) dx, |t| <1
0

COS X 1—tcosx

esta bien definida. Calcula su derivada y deduce el valor de F(t).

29. Consideremos la funcién

Log(1 - 2x?)
EF(t) = —2=— " dx, t < 1.
() /O s 1t

Prueba que F es derivable en (—1,1) y calcula F(t) explicitamente.

P
30. SeaF(t):/ xtdx, t>-—1.
0

a) Prueba que esta bien definida y que es derivable. Deduce que

t+2

b) Considera ahora la funcién
1.t
cr = [ “=lux tso0
o logx

Prueba que es diferenciable, calcula el valor de la funcién G y deduce cuanto vale
la constante C del apartado anterior.
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Ejercicios del tema 3

1.

2.

Sea f: (0,1) x (0,1) — R definida por f(x,y) = (xx-l—i_yy)y yseag: (0,1) x(0,1) — R
2

dada por g(x,y) = % Estudia cual de estas funciones es integrable Lebesgue y cual
no en su dominio de definicién.

Indica la verdad o falsedad de las afirmaciones siguientes, para una funcion medible
f:R> - R:

Las integrales iteradas de f son iguales.

Si existen las integrales iteradas de f, son iguales.

Si las integrales iteradas son iguales, f es integrable.

Si f es integrable, las integrales iteradas son iguales.

Si f es no negativa, las integrales iteradas son iguales y f es
integrable.

<]<l<l<l<l

Consideremos las funciones

f(x,y) =ye ¥senx, x>0, 0<y<1; g(x,y) = sig(x — y)e"x’m, x,y > 0.
(sig(-) es la funcioén signo, sig(t) = 1sit > 0, sig(t) = —1sit < 0, sig(0) = 0).
Estudia si son integrables en sus dominios de definicion.
Si B es un conjunto de Borel, todas las secciones son medibles.

En las siguientes integrales iteradas invierte el orden de integracion:

1 arcsenx log 2 e¥

a7 rema v [T [ e

0 X 0 e—2y

1 4—x V2 Va2

| [ reendy 0 [y / £, ) dx
V2/2 arccosy +V4—x2

e d x,y)dx / dx/
) / Y arcseny f( y) f) \/4x x2 y

o [ [ rpa ) /Od/4 Flry)d

flog ' 2a Viax
i) / dy / y)dx j) / dx / fx,y)dy
1/e logy 0 2ax—x2

K /0 dx /1 Flx,y) dy ) fdx /:jﬂx,y)dy
m [ Cax [T f dy o [ e

/2 3senx 7T 3senx
t) / dx/ 0) / dx/ f(x,y)dy
sen x 0 sen x
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10.

11.

12.

13.

AMPLIACION DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

1 (2—y)? 2 x+2
o[ [ e o) [ [ fedy
0 y2/3 0 2x
1 3—/1-12 4 x—1
r d / X,y)dx S /dx/ x,y)d
T ) ) N 4x+3f( ) dy
a x log6 (5+v1+4eY)
dx x,vy)dy, / / f(x,y)dx.
/7[ tanxf( y) Y (5—+/1+4¢Y) y)

(Nota: En el apartado u), a es el inico numero real del intervalo (71,371/ 2) tal que
tana = a).

Sea f: (o0, +00) x (1, +00) — R, f(x,y) = ﬁ

a) Calcula las integrales iteradas de f en (—oco, +00) x (1, +00).

b) (Es f integrable en (—oo, +o0) x (1,400)? En caso afirmativo, jcudl es el valor de
su integral?

1
Sea f(x,y) = m
a) (Es f integrable en R??
b) (Y en el conjunto {(x,y) € R?: y > x?}?
¢) (Y en el conjunto {(x,y) € R?: y > x?+1}?
Un cuerpo esta limitado por el cilindro x> 4 z> = 4%, y los planos y = 0,z = 0 e y = x.
Calcula su volumen.

Sea f(x,y) = ye*(”xz)yz. (Es integrable en (0, —1—0002 X (0, +00)? En caso afirmativo, cal-

cula su integral. Deduce el valor de la integral / e~ dt.
0

1
(1+y)(1 4 x%y)

a) Prueba que f es integrable en su dominio de definicién.

Sea f(x,y) =

, definida para x > 0ey > 0.

log x ir.

b) Deduce el valor de / >
0 X< — 1

Sea f: (0, +00) x (0, +c0) — R definida como f(x,y) = (\f Jflxz)?fiazyx;

(Es integrable?

En caso afirmativo, calcula el valor de su integral.

Sea S = {(x,y,z) € R3: x?>+y? < 8az}, (a > 0)y sea P el plano de ecuacién x +y + 2z =
8a. Calcula el volumen del conjunto interceptado por P en S.

Calcula las siguientes integrales en los recintos indicados:

J[[ iz ///zdxdydz
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

CURSO ACADEMICO 2002/03

/// ze~ V) dx dy dz, /// (x® +y* +2%) dxdydz
C D

A={(xy,2z) e R x* 4> +2*<2az, > +y*+2*2>ad% a>0}
B={(x,y,2z) e R® z<1, ¥*+¢y*+2*> <4}

C={(x,y2) eR: 22+ <2<x¥*+y*+1, 2>0}

D= {(x,y,2z) € R®: 2az > x*+v*, x*+vy*+2* <3a*} (a > 0)

Consideremos la funcién

gt si0<y< x| <1

flx,y) =

0, en otro caso

Calcula las integrales iteradas de f. (Es f integrable en R??

Consideremos la funcién f: R?> — R dada por

r XY
f(x’y) N (1—|—x2+y2)""

Prueba que las integrales iteradas de f son nulas, cualquiera que sea « > 1. ;Para
qué valores de « > 1 es f integrable en el plano?

a > 1.

Sea f(x,y) = (y — vx)log(yv/x), x,y € (0,1). Calcula las integrales iteradas de f. ;Es
integrable?

ye V/%, si0<x<ly|
Sea f(x,y) = 2y :
2+ 27 st |y < x

Prueba que f es integrable en el conjunto A = (0,+) x R y calcula el valor de la

integral /f(x,y) dx dy.
A

Consideremos la funcién
1

X, — T 7 No/
Prueba que es integrable en el recinto indicado y calcula el valor de la integral

+oo _
/ arctg(rmtx) — arctg x i
0 X

(x,y) € [0, +00) x [1, 71]

Sea 0 < B < /2y consideremos la integral reiterada

sen 3 112
/0 /ycotg B

Dibuja el recinto de integracion. Mediante un cambio de variables adecuado, calcula
esta integral reiterada. ;Es integrable esta funcién? Invierte el orden de integracion.

16

log(x* + %) dx) dy.
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20. Consideremos el recinto del plano euclideo determinado por las desigualdades x? + y? <
20, y > x + 2. Realiza el cambio a coordenadas polares, que denotamos por (7,t), y
expresa su area como integrales iteradas de la forma indicada.

t a(t)
/ dt / rdr.
ty ay(t)

aq(t)

Oéz(t)

21. Mediante un cambio de variables lineal calcula
//A(x +y)e¥ ¥ dxdy
siendo A el tridangulo de vértices (0,0), (1,1) y (2,0).
22. Mediante el cambio de variables u = 2x + Y, v = x — 2y calcula el valor de la integral
//A(Zx +y)2(x = 2y)e” @Y gy 4y,
donde A es el cuadrado de vértices (0,0), (1,—-2), (2,1)y (3,-1).
23. Mediante el cambio de variables s = x + y, t =y — x, calcula la integral

// o~ max{rtyy =} gy gy A={(xy) e R*: y>|x[}.
A

24. Mediante el cambio de variables u — eX, v=y—x, w=x+z calcula la integral

/// e*e* Ylog(x +z)dxdy, dz,
A

siendo A = {(x,y,z) € R®: 0<y—-x<1,2x<y, 0<x+z<1}

25. Describe los siguientes recintos usando coordenadas polares:

A:{(x,y)ele: y§%x+\/§,x20,y20}

B:{(x,y)E]Rz: yg%x—i—\/g, x2—|—y2§9, x>0, y20}
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26.

27,

28.

29.

30.

31.

Calcula la medida de Lebesgue de los conjuntos siguientes:

a) {(x,y,z) e R |x|+y|+]z] <2 |x| <1, |y| <1}

b) {(x,y,z) €R3: |x|+|y| +|z| <2, 22 <y}

o {(xyz)eR: x>+y* <z, z<x+b, b>0}

d) {(x,y,z) e R x> +y>+22<1, 2 +y? <x}

e) Conjunto limitado por los cilindros x> +y?> = 4, x> + y> = 1, el plano z = 0 y el
paraboloide z = x? + 12,

2

f) Conjunto comprendido entre la esfera x> +y? +z? = a2 y el cono z?sen?b = (x? +

y?) cos? b, usando coordenadas esféricas y cartesianas.

2; yZ 72

g {(xyz)eR: x>0,y>0 2z>0, b2+_<1}

Integra la funcién f(x,y) = e Y senx en el intervalo (0,4) x (0, +c0) para probar que

a oY) —ay —ay
/ senxdxzz—cosa/ i 5 dy —sena "y 2dy
0 X 2 0 1+y 0 1+y

Deduce entonces que

fim [ ST g T
a— Jo X N 2
Demuestra que la funcién f(x,y) = e Ysen(2xy) es integrable en el recinto [0,1] x

[0, +00). Deduce que

® _sen’y 1
@ dy = —logb5.
e ay = fog

Consideremos el recinto A = {(x,y,z) € R3: z? < x®>+y? <922, x*> + y? +z? < 16}. Es-
cribe su volumen mediante integrales triples en coordenadas esféricas y en coordenadas
cilindricas

Dada la integral iterada

/01 (/Om (/O e dz> dy> dx

realiza el cambio a coordenadas esféricas y cilindricas.

Expresa el volumen de los conjuntos siguientes mediante una integral triple iterada,
cambiando a las variables indicadas:

A (cartesianas) = [0 <z< yz,y—l—z <2,0<x<2,y> O]

B (cilindricas) = [22 <xX4 y2 <2—z< 2]

C (esféricas) = [x2 + y2 12 <2z< 2]
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32.

33.

34.

35.

36.

AMPLIACION DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Calcula el volumen del conjunto A = {(x,y,z) € R3: 0 < z < x? 4+ y? < 1}, realizando
el cambio a coordenadas cilindricas, escribiendo las integrales en la forma

[t far [a [ar [az [an

Calcula el volumen de la regién interior a la esfera x* +y? +z> = 1y exterior al cilindro
4(x? +y?) = 1, usando coordenadas esféricas.

Calcula el volumen del sélido en el primer octante que esta limitado por el cilindro
x? +y% = 2y, el cono z2 = x> + y? y el plano XY.

Designemos por v, (a) la medida de Lebesgue de la bola euclidea de R" de radio a > 0.

a) Prueba que v,(a) = a"v,(1).

b) Supuesto n > 3, prueba que

T : n 27T
1) = vn_z(l)/ dt/ G52 = fdr = 707,_2(1).
0 0

annn/z

¢) Deduce que v,(a) = m
Consideremos el recinto del espacio euclideo determinado por las desigualdades x2 +
y?+22 <2, x>+y> < 1,x >0,y >0,z > 0. Cambia las coordenadas a esféricas, que
denotamos (7,s,t), y expresa el volumen de tal recinto como integrales iteradas de la

forma » dirs)

/ ds/ dr/t r costdt-l—/ ds/ dr/t 12 cos t dt.
$1 53
So 54

r1(s) r3(s)

16 r4(S)

t1(r,s) t3(r,s)

tr(r,s) ty(r,s)
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Ejercicios del tema 4

1.

Calcula la integral de linea del campo vectorial f(x,y,z) = (x> — yz,y* — xz,2* — xy)

entre los puntos (0,0,0) y (1,1/2,1/2),

a) Alo largo del segmento de recta que los une.

b) Alolargo del arcode curva x =t,y = t?/2,z = t*/2.

Prueba que existe funcion potencial y calcilala.

Calcula las siguientes integrales de linea:

a) Del campo f(x,y,z) = (z,x,y) a lo largo de la curva x> + > + 22 = 1, x +z = 1,
precisando el sentido de recorrido.

b) Del campo f(x,y,z) = (z,0,0) a lo largo de la curva x? + y? + z> = R?, x> + y*> = Rx,
situada en el primer octante, tomando como inicio el punto con z = 0.

Calcula la funcion potencial, si existe, de los siguientes campos:

a) fi(x,y) = (sen(xy) + xy cos(xy), x> cos(xy)).
b) f(x,y,z)=(x+2z-y—z,x—Y).
¢) f3(x,y,z) = 2xyz + 22 — 2y% + 1, x%z — 4xy, x%y + 2xz — 2).

Calcula, mediante el teorema de Green, la integral doble

// 2~ Y acil dxdy

siendo A el recinto limitado por el arco de curva x? + y?> = 2ay, 0 < y < a y el segmento
y=a,|x| <a.

Consideremos el campo vectorial f(x,y,z) = (6xycosz,3x%cosz, —3x*ysenz). ;Es con-
servativo? En caso afirmativo, calcula su potencial. Si r(t) = (cos®t,sen3t,0), 0 < t <
t/2, icuanto vale la integral de linea del campo f a lo largo de la curva descrita por r?

Calcula las siguientes areas:

a) Superficie del cilindro x? + y? = 2ax incluida en el cono x? + 222 = 2, situada en el
primer octante.

b) Superficie esférica de centro (0,0,a4) y radio a contenida en el paraboloide z =
X2 + 2.

¢) Del cono x? = y? + z? que esta dentro del cilindro eliptico bx? + a?y? = a?b?.

d) De la superficie cilindrica x> + y?> = ay limitada por la esfera de centro (0,0,0) y
radio a > 0.

e) Del elipsoide x? +y? + 222 = 1.

f) Dela porcién de esfera x? 4 y? + z? = 2cz situada en el interior del cono ax? + by? =
2
z;a,b,c > 0.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

AMPLIACION DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

g) De la superficie del cono x? + y? = 4z2 limitada por x? + y? = 4x.
h) Del cilindro x> + y? = 2ax limitada por z = 0y x> + y? = z2.

i) De la esfera de centro (,0,0) y radio a comprendida en una hoja del cono x? + y? =

z2,

Una esfera esta inscrita en un cilindro circular recto. Se corta la esfera por dos pla-
nos perpendiculares al eje del cilindro. Demuestra que las porciones de la esfera y del
cilindro comprendidas entre ambos planos tienen igual area.

Calcula el area de la superficie esférica x> + y*> + z2 = 1 que cae dentro del cilindro
eliptico a®x? + y? = a2, (a € (0,1)). {Qué sucede sia > 1?

SeaM = {(x,y,z) e R3: x?2+z2<1, y+z<2, x,y,z>0}.

a) Escribe la integral triple que da el volumen de M iterada de tres formas distintas.

b) Sif(x,y,z)=(xy,z), comprueba el teorema de Gauss en el recinto M orientado al
exterior.

Sea M = {(x,y,z) € R®: x> +y>+22<4, 1<x>+y*><2% z>0}.

a) Expresa el volumen de M usando coordenadas esféricas y cilindricas. Calcula el
volumen.

b) Calcula el drea de la superficie esférica x> + y? + z> = 4 contenida en M.

Sean el sélido M = {(x,y,z) € R®: x> +y?>+22 <4, 3(z+1) <2(x>+y?), z> —1} yel
campo vectorial f(x,y,z) = (x,0,z). Comprueba el teorema de Gauss.

Dadas la superficie z = y + 2 que esta contenida en el paraboloide z = x% +1? y el campo
vectorial f(x,y,z) = (y,xz,y), comprueba el teorema de Stokes.

Consideremos el recinto M en R® determinado por las desigualdades x? + y? + z2 <
4, x> +y> +4z> > 4,z > 0. Calcula su volumen. Dado el campo vectorial f(x,y,z) =
(x%,y%,2%), comprueba el teorema de Gauss en dicho recinto.

SeaM = {(x,y,z) e R®: (z—1)2<x*+y% x> +y*+2><1, z>0}.

a) Calcula el volumen de M utilizando coordenadas esféricas y coordenadas cilindri-
cas.

b) Comprueba el teorema de Gauss en M, para el campo vectorial f(x,y,z) = (y,0,z —
1).

Consideremos el sélido M C RR® determinado por las desigualdades x> + y> < 4 — z,
z+4+2y <4,z>0.

a) Expresa el volumen de M mediante integrales iteradas de la forma

[[avay [ @ [[ayaz [ax [ [ ixaz [av

Usando la primera expresion, calcula el volumen de M.

JOSE A. FACENDA AGUIRRE 21 CURSO ACADEMICO 2002/03



AMPLIACION DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

b) Comprueba el resultado del apartado anterior aplicando el teorema de Gauss en
el recinto M al campo vectorial f(x,y,z) = (x, —1,2).

16. Consideremos el recinto
M={(x,y,z) e R%: x*4+1y><4, 0<z<y+3}

a) Proyecta el recinto en los planos x = 0, y = 0y z = 0. Escribe su volumen como
integrales iteradas de la forma

Jax fay [az [ay [a: [ax, [ax [z [ ay

Mediante un cambio de variables adecuado en la primera de ellas, calcula el volu-
men de M.

b) Si S es la superficie x> + y?> < 4, z = y + 3, calcula el flujo del campo vectorial
f(x,y,z) = (x,0,—z) a través de S, orientada de modo que el vector normal es
(0,1, —1) mediante los teoremas de Gauss y Stokes.

17. Sea T un sélido en R3 cuyo volumen es igual a

3 6—x 2x
/// dxdydz:/ dx/ dy/ dz.
T 0 x 0

a) Expresa la integral iterada que da el volumen de T como

Jiz [ax [ay, [ax [az [ay, [z [ay [ x

b) Sif(x,y,z) = (x,2y,3z), comprueba el teorema de Gauss en el sélido T.

18. Sea M = {(x,y,2) € R®: 1(x2+?) <z < /a4 42 z < 1} y sea el campo vectorial
f(x,y,z) = (x,—y,1).
a) Comprueba el teorema de Gauss para el campo fen M.

b) Determina un campo G = (G1,0, G3) tal que su rotacional sea f. Comprueba el teore-
ma de Stokes para el campo G en la superficie M N {(x,y,z) € R3: z=1}.

19. Sea M la regién limitada superiormente por el paraboloide z = 1 — x2 — y2 e inferior-
mente por el planoz =1 —y.

a) Expresa el volumen de M mediante las integrales triples indicadas abajo,

Jav [ax [az [az [ax [ay, [daz [ay [ ax

b) Calcula la circulaciéon del campo f(x,y,z) = (—2y,2x, —2x) a lo largo de la curva
z=1-x>-y% z =1-y, orientada de modo que el vector tangente en el punto
(0,0,1) tenga su primera coordenada negativa.
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20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

AMPLIACION DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Consideremos la superficie del plano z = y + 2 contenida en el paraboloide z = x* + y>.
Calcula su drea. Dado el campo vectorial f(x,y,z) = (y,xz,y), comprueba el teorema de
Stokes en dicha superficie.

Si M es el sélido determinado por el cilindro x> + y> = 4 y los planos x +z = 6, z = 0,
calcula, mediante el teorema de Gauss, el flujo del campo vectorial f(x,y,z) = (x> +
senz, xy +cos z,e¥) a través de la frontera de M, orientada de modo que el vector normal
apunte al exterior de M.

Consideremos el sélido M = {(x,y,z) € R®: 1—2z? < x?>+y?> <4z z>0}. Calcula el
volumen de M:

a) Directamente, evaluando mediante un cambio de variables adecuado la integral

triple correspondiente.

b) Aplicando el teorema de Gauss al campo vectorial f(x,y,z) = (x,y,0).

Sea M = {(x,y,z) € R®: 1(x2+y?) <z < /x2+y? z < 1} y sea el campo vectorial
f(x,y,2z) = (x,—y,1).

a) Comprueba el teorema de Gauss para el campo f en M.

b) Determina un campo G = (G1,0, G3) tal que su rotacional sea f. Comprueba el teore-

ma de Stokes para el campo G en la superficie M N {(x,y,z) € R®: z =1}.

Consideremos la esfera x> + y? 4+ z? = 4 y el cilindro x* + y*> = 1. Sea A el conjunto de
puntos interiores a la esfera y exteriores al cilindro.

a) Escribe la integral triple que da el volumen de A usando coordenadas esféricas y
cilindricas.

b) Calcula el volumen de A, evaluando las integrales del apartado anterior.

c¢) Comprueba el resultado del apartado anterior mediante el teorema de Gauss apli-
cado al campo vectorial f(x,y,z) = (x,y,z).

Consideremos la integral triple

2 4 VYR —4x?
/ dx/ dy/ dz.
0 2x 0

a) Identifica el recinto de integracion. Escribe la integral triple en las formas

[ax faz [an, [ay [a [ax

b) Calcula el volumen del recinto anterior.

c) Comprueba el teorema de Gauss en ese recinto para el campo vectorial f(x,y,z) =

(x,y,2).

Sea A ={(x,y,z) € R3: 0<x<a 0 <y<a 0<z gyz}, siendo a > 0 constante.
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a) Escribe la integral triple que da el volumen de A en las formas

Jax fay [az, [ax [z [ay, [z [ay [ ax

b) Si M es la parte de la frontera de A incluida en el cilindro z = y?, calcula su area.
c¢) Comprueba el teorema de Stokes si f(x,y,z) = (cosy + ycosx,senx — xseny, xyz)
y M es la superficie del apartado anterior.

2. Consideremos el sélido M C R® determinado por las desigualdades x> +y*> < 2 — z,
z>0, |y <x

a) Expresa el volumen de M mediante integrales triples en coordenadas cartesianas y
coordenadas cilindricas.
b) Calcula el volumen de M.

c¢) Utiliza el teorema de Gauss para calcular el flujo del campo f(x,y,z) = (—y,x,2z) a
través de la superficie S = {(x,y,z) € R®: x> +y>=2—2, 2z >0, |y| < x}, orientada
de tal forma que la tercera componente del vector normal sea positiva.

d) Calcula la integral de linea del campo anterior en el borde de S con la orientacion
inducida.
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