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PLAN DE LA ASIGNATURA

La asignatura Ampliacion de la Teoria de Funciones de Varias Variables es una asignatura obliga-
toria del plan de estudios conducente a la obtencion del titulo oficial de Licenciado en Matematicas.
De acuerdo con dicho plan, (publicado en el B.O.E de 14 de enero de 1998), tiene asignada una carga
docente de 7.5 créditos, de los cuales 5 son teoricos y 2.5 practicos. Asi pues, le corresponden 75 horas
lectivas, entre tedricas, practicas y examenes.

La asignatura esta dedicada a estudiar la integral de Lebesgue en el espacio euclideo R", su expre-
sion como integrales iteradas mediante el teorema de Fubini, los cambios de variables en las inte-
grales multiples y las integrales de linea y superficie, probandose los teoremas clasicos de Green,
Gauss y Stokes.

Metodologia Las clases tedricas tienen por objeto mostrar al alumno los resultados fundamen-
tales de la materia, con sus demostraciones, y con ejemplos que faciliten su comprension. Algunas
pruebas se omiten o simplemente se indican, complementandose con bibliografia adecuada. Se insis-
te al alumno en la necesidad del estudio continuado y de una actitud critica y activa ante lo que se
le expone en estas clases.

En las clases practicas se pretende que el alumno adquiera una comprension mas profunda de los
conceptos teoricos, y aprenda a manejarlos y a aplicarlos, mediante la resolucion de problemas y
gjercicios. Se intenta que sean los propios alumnos quienes los resuelvan, para lo que se les hace
entrega de hojas con los enunciados de los problemas.

Es necesario el aprendizaje del lenguaje matematico preciso adecuado, lenguaje que ha de ser em-
pleado con propiedad y claridad. Los alumnos deben poseer la capacidad de expresarse con soltura.
La adecuada preparacion de la asignatura aconseja la asistencia a clase, asi como consultar las
dudas fundamentales a los profesores encargados de impartirla. De acuerdo con las disposiciones
vigentes, en el tablon de anuncios del Departamento de Analisis Matematico se publicara el horario
de consultas o tutoria del profesorado'. Se recomienda a los alumnos que hagan uso de tal horario,
para aclarar aquellas dudas que les plantee el estudio de la asignatura, tanto en sus aspectos tedricos
como prdcticos, a lo largo del curso, procurando, en la medida de lo posible, no dejar las consultas
para los ultimos dias anteriores a los examenes.

Evaluacion y calificacion Se realizaran dos examenes finales ordinarios, que de acuerdo con
las fechas fijadas por la Junta de Centro, seran los dias 7 de junio de 2006 y 18 de septiembre de
2006. Los examenes seran escritos, estando determinados tanto el espacio para las respuestas como
la duracién de la prueba, y en ellos se evaluaran los conocimientos y capacidades adquiridos por los
alumnos. Se exigira el desarrollo o resolucion de cuestiones teoricas y practicas. Es preciso mostrar
un conocimiento del conjunto de la asignatura, de tal modo que los examenes muy descompensados o
que demuestren un gran desconocimiento de partes fundamentales de la materia seran considerados
insuficientes.

Se realizaran a lo sumo tres pruebas voluntarias de cardcter tedrico practico. A lo largo del curso,
y con suficiente antelacion, se anunciara la materia correspondiente a estas pruebas. Cada una se
valorara sobre 10 puntos. Los alumnos que obtengan al menos 5 puntos en cada una de éstas, apro-
baran la asignatura por curso con la calificacion media obtenida en ellas. El resto debera presentarse
a examen final de la asignatura, que se valorara sobre 10 puntos. La calificacion final en los exame-
nes ordinarios se obtendra afiadiendo a la nota obtenida en este examen el 10 % de las notas de las
pruebas anteriores en las que se haya obtenido al menos 5 puntos. Para aprobar la asignatura la
calificacion final debera ser mayor o igual que 5 puntos.

Web En lapaginawebhttp://ww. personal . us. es/ facenda/ aparecera, a lo largo del curso,
informacion relacionada con la asignatura.

IProf. José A. Facenda Aguirre: martes de 9:00 a 11:00, miércoles y jueves de 17:00 a 19:00.
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AMPLIACION DE LA TEOR{A DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

PROGRAMA DE LA ASIGNATURA

1. Espacios medibles. Medida de Lebesgue. Espacios medibles y medidas positivas. Medida exte-
rior de Lebesgue. Medida de Lebesgue en R". Estructura de los conjuntos medibles Lebesgue.
Regularidad. Invariancia por isometrias de la medida de Lebesgue.

2. Integral de Lebesgue. Funciones simples. Funciones medibles. Integral de funciones medibles
no negativas. Integral de funciones medibles. Conjuntos de medida nula e integracion. Teo-
remas de convergencia. Integrales dependientes de un parametro. Integrales de Lebesgue de
funciones de una variable real.

3. Integrales multiples. Teorema de Fubini: integracion reiterada. Cambios de variables en una
integral multiple. Aplicaciones.

4. Integrales curvilineas y superficie. Integrales curvilineas. Independencia del camino. Teorema
de Green. Integrales de superficie. Teorema de Stokes. Teorema de Gauss. Aplicaciones.

BIBLIOGRAFIA
El contenido de la asignatura se encuentra detalladamente desarrollado en el libro

Facenda Aguirre, J. A., Freniche Ibaiez, F. J. Integracion de funciones de varias variables.
Piramide, 2002.

Este texto se seguira a lo largo de todo el curso. Para bibliografia adicional, remitimos a la indicada
en dicho manual. No obstante, damos a continuacion una relacion de libros tinica y exclusivamente
de problemas:

Libros de problemas:

1. Bombal, F., Rodriguez, L., Vera, G. Problemas de Analisis Matematico (3 tomos). AC, Madrid
1987.

Flory, G. Ejercicios de Topologia y Analisis (tomo 3). Reverté, Barcelona 1971.
Genet, J.; Pupion, G. Analyse Moderne. Vuibert, Paris 1971.

George, C. Exercices et problemes d’integration. Gauthier Villars, Paris 1988.

AN

Liashkd, LI. y otros. Matematica superior. Problemas resueltos (tomo 4). Editorial URSS,
1999.

52

Spiegel, M.R. Calculo superior. Serie Schaum, McGraw-Hill 1969.
7. Spiegel, M.R. Variables reales. Serie Schaum, McGraw-Hill 1969.
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Ampliacion de la Teoria de Funciones
de Varias Variables

Los enunciados en letra cursiva corresponden a problemas
propuestos en examenes del curso académico 2004 /05

Ejercicios del tema 1

1.

Si X es un conjunto no numerable, la familia formada por los subconjuntos numerables o de
complemento numerable, es una c-algebra.

Si A, B C R" son tales que d(A, B) > 0, prueba que m*(AUB) = m*(A) + m*(B).

Prueba que Z C IR" tiene medida de Lebesgue cero si y s6lo si para cada ¢ > 0 existe una sucesion
(Ij) de intervalos tales que Z C U2 I; y 72, vol(];) <e.

Sea A el conjunto de los puntos del intervalo [0, 1] en cuyo desarrollo decimal no aparece un digito
dado. Prueba que es medible y calcula su medida.

Sean A C Ry B C R” conjuntos medibles Lebesgue. Prueba que el conjunto producto cartesiano
de ambos, A x B C RF*" es medible Lebesgue.

Define los siguientes conceptos:

Conjunto de Borel

F-conjunto

¥s-conjunto

Ejercicios del tema 2

1.

En los siguientes apartados da un ejemplo de lo que se pide o, en caso contrario, indica la impo-
sibilidad del mismo:

1. Una funcién f: (a,b) — R continua que no sea integrable Lebesgue en (a,b).
2. Dado a > 0, un subconjunto medible Lebesgue A C R, de interior vacio tal que m(A) = a.

3. Dos funciones f, g: R — R iguales en casi todo R para la medida de Lebesgue, una integrable
Lebesgue y la otra no.
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AMPLIACION DE LA TEOR{A DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

4. Un conjunto A C R medible Borel que no sea un intervalo, ni un conjunto abierto, ni cerrado,
ni acotado.

5. Una sucesion (f,) de funciones integrables Riemann en un intervalo, f, — f, f no integrable
Riemannn pero si Lebesgue.

6. Una sucesion de funciones integrables que converja en casi todo a una funcién que no sea
integrable.
e . .
mx( 1 4 eo)s definida para x > 0. jEs f, integrable en
(0, +00)? ;Puedes aplicar algin teorema de convergencia que garantice la igualdad

Consideremos la sucesion f,(x) =

+oo —+o0
lim [ fu(x)dx = / lim fy(x) dx?.
0

n—oo O n—oo
(Esta la sucesién (f,,) dominada por una funcién integrable en (0, +-00)?

Deduce razonadamente si a las siguientes sucesiones de funciones puede aplicarseles el TCD en
los recintos indicados. En caso afirmativo, da una funcién dominante.

1
fu(x) = —=X[1/n,1] + \/EX(OJ/”), 0<x<1,
Vx
2
sen x
gn(x) = 2 X[O,n}r X 2 0/
arc teg (nx?
ho(x) = 2B >

Responde las siguientes cuestiones:

1. Sea E C [0,1] el conjunto de Vitali y sea f(x) = eXr — e*Xr.. {Qué conjunto es [f > 0]? ;Es f
medible? ;[f = a] es medible?, Va € R.

2. Sea (X, M) un espacio medible y f: X — R. Las siguientes afirmaciones, ;son verdaderas o
falsas?
2.1 Si f es una funcién medible implica [f = 4] € M, para todo a € R.

2.2 [f =a] € M, para todo a € R implica f es una funcién medible.
T dx
Seaa >0ye, >0,lim, ¢, =0. Calcula razonadamente lim _—
n—0o0 Jg Sn + x3/2

n+1

(Qué sucede sia =0y ¢, = log ?

—+o00

Calcula, sia > 0, lim
n—o J; 14+ n2x

sia>0?¢Ysia=0?

5 dx. {Puedes aplicar el teorema de la convergencia dominada

Indica la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

Toda funcion simple es medible.

Toda funcién simple y medible es integrable.

Si p(X) < oo, toda funcién ¢: X — R simple y medible es integrable.
Si j(X) < oo, toda funcién f: X — R medible es integrable.
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AMPLIACION DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Existen espacios de medida en los que toda funcién f: X — R es integrable.

Toda funcién f: R — R continua es medible Borel.

Si f,: X — R son medibles, / Y fadu=)_ / fndu.
X =1 n=1"X

<] [<]l=
=] =[]

1
La funcién f(x) = PG es integrable en (a4, +0), Va > 0.
La funcién f(x) = \fl — es integrable en (0,1) y en (1, +o0).

xe

<] <
=] =

Si f* es integrable, f también lo es.

8. En las ocho preguntas siguientes, sefiala la unica respuesta verdadera existente entre las alter-
nativas propuestas.
1. Sean (R", M) el espacio medible de Lebesgue y A C R".

A es medible.

El interior y el cierre de A son medibles.

Si A es un conjunto de Borel es abierto.

=)= (=[]

Ninguna de las anteriores.
(R", M, m) el espacio de medida de Lebesgue y A € M.

»o
<|I<ll<]l<] g [<JI=l[<]=
=]

Sim(A) < 400, A es acotado.
Si B C A, B también es medible.
Sim(A) =0, A es acotado.
Ninguna de las anteriores.
3. Sean (X, M) un espacio medibley f: X — R.
Si f es simple, es medible.
Si f no es simple, no es medible.
Si f = xay A esmedible, f es medible.
Ninguna de las anteriores.
4. Sean (X, M) un espacio medible y f: X — R una funcién medible.
3 (¢n) simples y medibles que converge a f.
3 (¢n) creciente, simples y medibles que converge a f.
3 (¢,) simples y medibles que converge a f.
Ninguna de las anteriores.
5. Sea (R", M) el espacio medible de Lebesgue.
Si f = g en casitodoy f es continua, g es continua.
Si f = g en casi todoy f es medible, ¢ es medible.
Si f = g en casi todo ambas son medibles.
Ninguna de las anteriores.
6. Sean (X, M, u) un espacio de medida y f: X — [0, +o0] una funcién medible.

E La integral de f es finita.
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AMPLIACION DE LA TEOR{A DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Si existe la integral de f es finita.
La integral de f existe y es un elemento de [0, +o0].

Ninguna de las anteriores.

7. Sean (X, M, 1) un espacio de mediday f: X — R.

\ Si f es integrable, |f| es integrable.

(V] [F] Sif es integrable, las integrales de f y |f| coinciden.
Si |f| es integrable, f es integrable.

Ninguna de las anteriores.

=

== (=[] = (==

, M, 1) un espacio de medida y f, — f una sucesion de funciones medibles.
lim [y fudp = [ lim f, du.
Si (fu) es creciente, lim [ f, dy = [, lim f, dp.
Si (fu) es creciente y fi > 0, lim [, f, dyu = [, lim f, du.
Ninguna de las anteriores.

@
<li=ll<]l<] £ [<)i<]

—nx

9. Sea f,(x) = e?’ x > 0. Estudia la integrabilidad de las funciones f,, en (0, +0).

—+00 —“+00
(Es cierta la igualdad lim / fn(x)dx = / lim f,(x)dx?
n—oo O O n—oo

—+o0 —+o0
Sia >0, jes cierta la igualdad lim fu(x)dx = / lim f,(x)dx?
a n—oo

n—oo J,

10. De las siguientes afirmaciones, demuestra las verdaderas y da un contraejemplo de las falsas:

1. Si f: R — R es integrable Lebesgue y Ay B son medibles, A C B, entonces fAf < fo

2.Si f,g: R — R son integrables Lebesgue y f < g, entonces [, f < [ &

3. Si (fn) es una sucesion de funciones medibles no negativas, entonces [ liminf f, dy = iminf [ f, dp.
4. 8i f: R — R es medible Lebesgue y m(A) < +oo, entonces f es integrable en A

5.8 f: R — R es medible Lebesgue y estd acotada en A medible, entonces f es integrable en A

6. Si f: R — R es integrable en A, entonces m(A) < +co

11. Calcula razonadamente los limites siguientes:

X
400 SEN (*) +o0 1
lim — M eV dx, lim x(1 4 nx) dx
n—eo Jo x n—eoJo (24 nx)(1+4x?)
1—e
12, Sea f,(x) = ! > 1.
1. Demuestra que f, es integrable en (0, +0).
+o0 1
2. Demuestra que sia > 0, es lim fu(x)dx = =.
n—oo J, a
—+o0
3. Demuestra que lim fu(x)dx = +o0.
n—oo 0
13. Sea fn = —X(n+w) éEs creciente la sucesion de funciones (fn)? :Converge puntualmente? ;Se

400 +o0
verifica que lim / fu(x)dx = / lim f,(x)dx? Comenta en relacién con el teorema de la
n—oo —00 —00 n—oo

convergencia monotona.
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AMPLIACION DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

14. Sefiala la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

Todo intervalo de IR” es medible Lebesgue

SiI C R" es un intervalo, vol(I) = m(I)

SiI C R" es un intervalo, vol(I) = m*(I)

Si A C R" es abierto no vacio, m(A) >0

Si A C R" es cerrado no vacio, m(A) > 0

Todo conjunto compacto en IR” tiene medida finita.

Todo conjunto cerrado en IR”, de medida finita, es compacto.

Si A C R? es medible Lebesgue y f(x,y) = (x —y,2x + 3y), f(A) es medible Lebesgue.

Si A C R" tiene interior no vacio, m(A) > 0.

Si A C R” tiene interior no vacio, m*(A) > 0.

Toda funcién continua f: (4,b) — R es medible Lebesgue.

Toda funcién continua f: (4,b) — R es integrable Lebesgue.

Toda funcién continua f: [4,b] — R es integrable Lebesgue.

Si f,¢: R — R son medibles Lebesgue, fg es medible Lebesgue.

Si f,g: R — R son tales que fg es medible Lebesgue, f y ¢ son medibles Lebesgue.

La funcién (log x)/x es integrable Lebesgue en el intervalo (0,1).

La funcién x/(log x) es integrable Lebesgue en el intervalo (0,1).

Si fu(x) = nx/(n® + x?), limy, 0 fol fn = fol limy—e0 fn-

La funcién x'8¢~ ¥ no es integrable Lebesgue en (0, 4+o0).

<l ||| QI < | < QI Q<< I8 <1< <
=5 T > I B> I B> N B> T B> T B> T > I B> N B> I > T B> T B> T B> I B> I B> T B> T > B B> B > |

La sucesién nX 0,1/n] €sté dominada por una funcién integrable Lebesgue en [0, 1].

15. Sea fu la funcion de la figura adjunta. ;Cudl es
el limite puntual de esta sucesion? Calcula razo-

=

—+o00
nadamente lim / fn(x)dx. ;Puedes aplicar el
n—oo | _o

teorema de la convergencia dominada? n—1 n—

|
=

“+o0
16. Consideremos la funcién F (t) = / e d. (Para qué valores de t esta bien definida? Calcula razona-
0

damente lim; ¢+ F(t) y lim;—, o0 F(t)

t oo : . .
17. Sea flx,t) = ;374__”, y sea F(f) = 0+ f(x,t)dx. Prueba que F esta bien definida y es continua en el

intervalo (0, +o0).

+o00 efxt

18. Sea F(t) :/ dx.

0 1+ x2
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AMPLIACION DE LA TEOR{A DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

(Para qué valores de t esta bien definida?

Prueba que es derivable para t > 0.

L

(Es derivable en t = 0?

+oo e—tx

Sea f(t) = 1, ﬁdx.

. ¢Para qué valores t € R esta definida f(¢)?

. Estudia la continuidad de f en su dominio de definicién.

1
2
3. Calcula razonadamente tlir+n f(t)y %ir% f(t).
4

. Estudia la derivabilidad de f. ;Es derivable en t = 0?

~+00 e—tzx
Sea F(t) = / —
Jo t+x
razonadamente lim F(f)y lim F(i).
t—0+ t——+o00

Consideremos la funcién F(t) = /
N

+e0 Jog(1 + tx?)
4

Prueba que es continua en su dominio de definicién.

dx, t € [0,400).

5 dx. Prueba que F estd bien estd bien definida y es continua en (0, +00). Calcula

1. Prueba que est4 bien definida y en continua en [0, +o0). Calcula tlﬁf F(1).

2. Demuestra que F es derivable en su dominio de definicion.

3. Calcula F’ y deduce una expresioén de F.

+00 eftx __ ,—ax

Sea a > 0 fijo. Definamos F(t) = / .
0

1. Prueba que F estd bien definida.
2. Prueba que F es derivable.

3. Obtén una expresion explicita de F.

+o0 2
Sea F(t) = / de.

0 xe*

1. Prueba que F estd bien definida.

2. ;Es F derivable?

3. Obtén una expresion explicita de F.

* log(1+ tx)

Sea F(t) = / T2

(0, +00). Calcula una expresién explicita de F'. ;Es F derivable en el origen?

Consid la funcién F(t :/
onsideremos la funcién F(t) /i 732

1. Prueba que F esta bien definida y es continua en R.

dx, t > 0.

+o 71 — 2arctan(xt)

dx, t > 0. Prueba que F estd bien definida. Demuestra que F es derivable en

2. Supongamos que t > 0. Demuestra que F es derivable en t. Calcula F’(t). Deduce una expresién de F(t).

3. (Es F derivable en t = 0?

L arctan(xt)

0 xv1—x?

Consideremos la funcion F(t) =

1. Prueba que esta bien definida.

2. Demuestra que F es derivable para todo t # 0.

CURSO ACADEMICO 2005/06
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AMPLIACION DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

VI+2+t
3. Deduce que F(t) = glog ﬁ

2
+oolog(l—l—tz>

e Sea = —— 2 dx, t > 0.

2. Sea F(t) / dx, t >0

0 x2
1. Prueba que F esta bien definida.
2. Prueba que F es derivable. Calcula F'.
3. Calcula lim;_, ;o F(t).
4. Da una expresion explicita de F(t).

2
+o00 eft X

28. Sea F(t) :/ dx.

0o t+x2
1. Prueba que F esta bien definida para todo ¢t > 0.

2. Prueba que F es continua para todo t > 0.

3. Prueba que F es derivable para todo ¢t > 0.

[ 2,2
29. Consideremos la funcién F(t) = / log(1+£x7) dx

0 14 x2

1. ;Para qué valores de t esta bien definida la funcién F?
2. Calcula, donde exista, F/(t).

3. Deduce el valor de F(t).

too arctan § 7T
dx =

1+t
30. Demuestra razonadamente que /0 m 5 log %, parat > 0.

©1
31. Consideremos la funcién F (t) = ;e*t"z dx. Estudia para qué valores de t estd bien definida. Calcula,

1
donde exista, F'(t). Calcula lim;_, ;o F(t) y lim;_,g+ F(#).

32. Prueba que la funcién

/2
F(t) :/0 ! 10g(1+tcosx> dx, |t <1

CcoSs X 1—tcosx

estd bien definida. Calcula su derivada y deduce el valor de F(t).

33. Consideremos la funcién

1log(1 — t2x?)
F(t) = —=———~dx, [t <1
)= [ B ax

Prueba que F es derivable en (—1,1) y calcula F(t) explicitamente.

Ejercicios del tema 3

1. Sea f: (0,1) x (0,1) — R definida por f(x,y) = M, y sea ¢: (0,1) x (0,1) — R dada por
2
g(xvy) = —*  Estudia cual de estas funciones es integrable Lebesgue y cual no en su dominio de

VY

definicion.
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AMPLIACION DE LA TEOR{A DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

2. Indica la verdad o falsedad de las afirmaciones siguientes, para una funcién medible f:R? - R:

Las integrales iteradas de f son iguales.

Si existen las integrales iteradas de f, son iguales.

Si las integrales iteradas son iguales, f es integrable.

Si f es integrable, las integrales iteradas son iguales.

Si f es no negativa, las integrales iteradas son iguales y f es integrable.

<l<l<]<]<
=== =)=

3. En las siguientes integrales iteradas invierte el orden de integracién:

log 6 (5+v1+4eY)

TR
)

101 2x+2
dx / f(x, y) dy
0 x+1

y)dy, u) f(x,y)dx

o [ [T ey ay o [y [, fnas
o [ ax [ way o [ [ e
o [ /::::yfw)dx [l [0 gy
8) / / h) /Ode/;x_xzﬂx,y)dy
i) / /logylog y)dx ) /Ozadx/%f(x,y)dy
k) / / !) /jdx/lzzf(x,y)dy
m [T /w” [l [ s ds
n [ /3 £l y)dy o [T [ ) ay
p [ 0 [ [ sy

e

/!

"
/ x y)d S) /14 ax /x2 4x+3 x y y
/m

P /senx
/7{/2 * tanx f xy w>

(Nota: En el apartado u), a es el inico nimero real del intervalo (77,37t/2) tal que tana = a).

4. Sea f(x,y) = xE[1 + x +y], donde E[x] denota la parte entera de x. Prueba que f es integrable en
[0,1] x [0,1] y calcula el valor de su integral.

9. Consideremos las funciones

flx,y) =ye ¥senx, x>0, 0<y<1; g(x,y) = sig(x —y)e‘lx—y|, x,y > 0.

(sig(-) es la funcién signo, sig(t) = 1sit > 0, sig(t) = —1si t < 0, sig(0) = 0).

Estudia si son integrables en sus dominios de definicion.
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10.

11.

12.

13.

AMPLIACION DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

1
Sea f(x,y) = m
1. ¢(Es f integrable en R??
2. (Y en el conjunto {(x,y) € R?: y > x?}?

3. (Y en el conjunto {(x,y) € R?: y > x> +1}?

Sea f(x,y) = ye~ ("% ;Es integrable en (0,+c0) x (0,+00)? En caso afirmativo, calcula su

integral. Deduce el valor de la integral / et dt.
0

Sea f(x,y) = xzyl—i—y?’ Estudia la integrabilidad de f en A = {(x,y) € R?>: y > |x|}. (Es
integrable en B = {(x,y) € R*: y > |x| >a > 0}?
Sea f(x,y) = i y)(ll )’ definida parax > 0ey > 0.

1. Prueba que f es integrable en su dominio de definicién.

2. Deduce el valor de / 1;) 8% 4x.
0o x—1
Sean 0 < a < b fijos. Estudia la integrabilidad de la funciéon f(x,y) = % en los siguientes
recintos, calculando la integral cuando sea posible:
A={(xy): a<|x[ <D, |y| <Db} B={(x,y): |x[ <a, |y| <b}
C={(xy): @ <XP+y* <%} D={(xy): x>1, —Vx <y <V}
Sea f: (0,4+0) x R — R definida por
efyzyg’ .
Flx,y) = & v S ly| < x
0, en otro caso
Prueba que f es integrable en (0, +00) x Ry calcula razonadamente /( : f(x,y) dxdy.
0,+00) xR

Consideremos la funcién f: (0,1) x (0,1) — R definida por

2 siy<x<l1

flxy) =

——, six<y<l1
Y2

Calcula las integrales iteradas de f. ;Es f integrable? ;Cudnto vale //( - )f(x,y) dxdy? ;Y
0,1)x (0,1
xl d d ?R t t )
'//(O,l)X(O,l) |f(x,y)| dxdy? Razona tus respuestas

+1, si0<x—-y<1
Sea f(x,y) =¢ -1, si0<y—x<1.
0, en otro caso

1. Calcula las integrales iteradas de f.
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AMPLIACION DE LA TEOR{A DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

2. Calcula //2 |f(x,y)| dxdy.
R

3. ¢Es f integrable en R?? ;Existe alguna contradiccién con el Teorema de Fubini?

1
14. Describe en coordenadas polares el recinto: 1 < —Bx +1<y<+V3x+1.

15. Mediante el cambio a coordenadas polares calcula el area comprendida entre las circunferencias
x> +y?=2xyx®>+y*=4xylasrectasy =x ey =0.

16. Sea A C R3 tal que su volumen se calcula mediante la integral iterada:

m(A) :/Oldy/oydx/(:ﬂdz.

Rellena los limites de integracion en las integrales siguientes, en las que se ha cambiado el orden
de integracion:

/ dz / dy / dx; / dx / dz / dy

Describe el conjunto Ay calcula su volumen.

17. Sea A = {(x,y,2z) € R®: x%+y? <z < 4}. Consideremos la integral triple

/ / /A 2 dxdydz.

Realiza en ella el cambio a coordenadas cilindricas, para escribirla en la forma:

/ d9/ dp/ pzdz,

asi como el cambio a coordenadas esféricas, para escribirla en la forma:

/ dé)/ dgo/ P> cos psen @ dp+

/ dé)/ dq)/ 0> cos g sen ¢ dp

Explica a continuacién como has obtenido los limites de integracion que has indicado antes y
calcula, usando el cambio a coordenadas cilindricas, la integral pedida.

18. Sea ¢: R" — R" una aplicacion lineal tal que el determinante de la matriz asociada a ¢ respecto
de la base candnica en R" es cero. Sea A C R" un conjunto medible Lebesgue. ;cudnto vale la
medida del transformado ¢(A)?
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AMPLIACION DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES
19. Sea f(x,y) = Xty (x,y) # (0,0).
X2 +y*

1. Calcula // ft(x,y)dxdy.
[-1,1]x[-11]

2. Mediante el cambio de variables ¢(x,y) = (—x, —y), prueba que

~(x,y) dxd :// *(x, 1) dx dy.
//[1,1]><[1,1]f (x,y) dx dy .[71,1]><[71,1]f (xy) dxdy

3. (Es f integrable en [—1,1] x [—1,1]? ;Cuadl es el valor de ff[flll]x[fl,” |f(x,y)|dxdy?
(Yelde [fi ), (1 f(xy)dxdy?

ye*yz/x, si0 < x < |y
20. Sea f(x,y) = 2y si[y] < x
2Ty oV
Prueba que f es integrable en el conjunto A = (0,+c0) x R y calcula el valor de la integral
// f(x,y)dxdy.
A
21. Consideremos la funcién
flxy) = T+ ) (x,y) € [0,400) x [1, 7]

Prueba que es integrable en el recinto indicado y calcula el valor de la integral

/+°° arctg(mx) — arc tgx ;.
0 x

22. Dados los recintos y los cambios de variables indicados, rellena los limites de integracién:
(Polares) Recinto0 <x <1, 0<y<1

/ d@/ pdp+/ de/ odp =
/|:|dp/|:|pd9+/ dp/ 0do

(Cilindricas) Recinto x? +y? < z?, x2+y?<2—-z<2.

Je—ao [Laz [L_Jpao+ [L_Jao [L_Jaz [L_Lpap=

/ d9/ dp/ 0dz
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AMPLIACION DE LA TEOR{A DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

(Esféricas) Recinto x2 +y2 +2z2 <1, x®2+y?+2z2<2z.

/ de/

pzcosq)dp—i—/ d@/ d(p/ p?cos pdp =

" 1] O
/ a6 / dp / 0% cos g dg

23. Dados los recintos y los cambios de variables indicados, rellena los limites de integracién:

(Cilindricas) Recinto x? + y? < 2az, x* +y? +z? < 3a%, (a > 0)

/7d9/ dp/ pdz =

/ dG/ dz/ pdp—I—/ de/ dz/ odp

(Cilindricas) Recinto x> + y2 +z2 <4, z < 1.

[l [z [L_pap =

/ dG/ dp/ pdz+/ d@/ dp/ pdz
(Esféricas) Recinto x> +y> +z2 <4, z < 1.

/ d9/ dq)/ pzcosq)dp+/ d9/ dq)/ p?cos pdp =

/ dG/ dp/ pzcosgodgo—i—/ d@/ dp/ p?cos pdg

24, Mediante el cambio de variables s = x +y, t = y — x, calcula la integral

// o~ max{xtyy—x} gy dy, A={(xy) € R%: y > x|}
JJa
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AMPLIACION DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

25. Mediante el cambio de variables u = ¢*, v = Yy — x, w = x + z, calcula la integral

/// e*e* Ylog(x +z)dxdy, dz,
A

siendo A = {(x,y,z) e R®: 0<y—x<1, 2x<y 0<x+z<l1}

26. Describe los siguientes recintos usando coordenadas polares:

A

Z{(x,y)ele: y§1x+\@,x20,y20}

V3

B:{(x,y)e]Rz: ygix%—\@, x2+y2§9, x>0, yZO}

V3

2. Integra la funcién f(x,y) = e *¥ senx en el intervalo (0,a) x (0, +o0) para probar que

2 sen x T 0o p—ay
dx = — —cosa ———5 dy —sena
0o X 2 0 0

Deduce entonces que

14y

2 sen x T
dx = —
2

lim
a—oo Jo X

) yefay
1+y?

dy.

28. Demuestra que la funcién f(x,y) = e ¥ sen(2xy) es integrable en el recinto [0, 1] x [0, +-c0). Deduce

que

00 2
—ysen’y o 1
/0 e y dy 1 log 5.

29. Expresa el volumen de los conjuntos siguientes mediante una integral triple iterada, cambiando

a las variables indicadas:

A (cartesianas) = [0 <z< yz,y+z <2,0<x<2,y> 0]

B (cilindricas) = [zz < x?+ y2 <2—z< 2]

C (esféricas) = [x2 + y2 +22<22< 2]

30. Sean f, : (0,4+00) x (0, +00) — R, n € N, definidas por f,(x,y) =

1. Comprueba que

T (x,y)dxd _ 1=
/ /(O,W)X(O,m)fn( y)dxdy 4<

n?(y — x)

(2 + nx? + ny?)%

V2

2

2. Mediante el cambio de variables ¢(x,y) = (y, x) comprueba que

+(x, dde// ~(x,y) dx dy.
//(O,+oo)><(0,+oo)f ( y) Y (0,+oo)x(0,+oo)f ( y) Y

3. (Cudlesel valorde [ [ . (0o fu(Xy)dxdy? (Y de [ [ (o so0) | fu(x,y) | dxdy?

4. Utilizando el apartado anterior y un teorema de convergencia, prueba que la funcion g(x,y) =

ly — x|
(x24+12)2

JOSE A. FACENDA AGUIRRE
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AMPLIACION DE LA TEOR{A DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Ejercicios del tema 4

1.

6.

7.

Calcula la integral de linea del campo vectorial f(x,y,z) = (x> — yz,y*> — xz,2> — xy) entre los

puntos (0,0,0) y (1,1/2,1/2),

1. Alolargo del segmento de recta que los une.

2. Alolargo del arco de curva x = t,y = t2/2,z = t4/2.
Prueba que existe funcién potencial y calculala.

Calcula las siguientes integrales de linea:

1. Del campo f(x,y,z) = (z,x,y) a lo largo de la curva x> + y? +z2 = 1, x + z = 1, precisando el
sentido de recorrido.

2. Del campo f(x,y,z) = (z,0,0) a lo largo de la curva x* + y? + z2 = R?, x> + y?> = Rx, situada en
el primer octante, tomando como inicio el punto con z = 0.

Calcula la funcion potencial, si existe, de los siguientes campos:

1. f1(x,y) = (sen(xy) + xy cos(xy), x> cos(xy)).

2. fr(x,y,z) =(x+2z,—-y—2zx—y).

3. £3(x,y,z) = (2xyz + 2% — 2y> + 1, x%z — dxy, x%y + 2xz — 2).

Consideremos el campo vectorial f(x,y,z) = (6xycosz,3x%cosz, —3x%ysenz). (Es conservativo?

En caso afirmativo, calcula su potencial. Si r(t) = (cos®t,sen®t,0), 0 < t < 71/2, jcudnto vale la
integral de linea del campo f a lo largo de la curva descrita por r?

Prueba que el campo vectorial

f(x,y,z) = | arct +-—= arctgz+ —arctgx + —2
Y2 = BY T BT T T

es conservativo en R3. Calcula la funcién potencial integrando a lo largo del camino indicado en
la figura.

y

(,0.0), : (x,,0)

2
Determina razonadamente el valor de a para que el campo f(x,y) = (yx' aylog x> sea conservati-

voen D = {(x,y) € R?: x > 0}. Para este valor de a calcula el valor de la integral curvilinea de f
enlacurvay =v1+x5,1<x<e

Calcula las siguientes areas:

1. Superficie del cilindro x* + y?> = 2ax incluida en el cono x? 4 222> = 12, situada en el primer
octante.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

AMPLIACION DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Superficie esférica de centro (0,0,4) y radio a contenida en el paraboloide z = x> + .

Del cono x? = y? + z? que esta dentro del cilindro eliptico b>x* + a’y? = ab>.

De la superficie cilindrica x> + y? = ay limitada por la esfera de centro (0,0,0) y radio a > 0.
Del elipsoide x? +y? + 222 = 1.

De la porcién de esfera x? + y> + z2 = 2cz situada en el interior del cono ax? + by?> = z%;

a,b,c > 0.

o ok WD

7. De la superficie del cono x> + y*> = 422 limitada por x? + y* = 4x.

8. Del cilindro x? + y? = 2ax limitada por z = 0y x> + y? = z2.

9. De la esfera de centro (,0,0) y radio a comprendida en una hoja del cono x? + y? = z2.

Una esfera esta inscrita en un cilindro circular recto. Se corta la esfera por dos planos perpendi-
culares al eje del cilindro. Demuestra que las porciones de la esfera y del cilindro comprendidas
entre ambos planos tienen igual area.

Calcula el rea de la superficie esférica x> + y*> +z> = 1 que cae dentro del cilindro eliptico
a’x?* +y? = a?, (a € (0,1)). {Qué sucede sia > 1?

Sea M = {(x,y,z) e R®: x>+22<1, y+z<2, x,y,z>0}.

1. Escribe la integral triple que da el volumen de M iterada de tres formas distintas.

2. Sif(x,y,z) = (x,y,z), comprueba el teorema de Gauss en el recinto M orientado al exterior.
Sea M = {(x,y,z) ER®: x2+12+2><4, 1<x*+y*<z% z>0}.

1. Expresa el volumen de M usando coordenadas esféricas y cilindricas. Calcula el volumen.

2. Calcula el 4rea de la superficie esférica x> + y? + z> = 4 contenida en M.

Sean el solido M = {(x,y,z) € R3: x>+ y>+22 <4, 3(z+1) <2(x>+y?2), z> —1} y el campo
vectorial f(x,y,z) = (x,0,z). Comprueba el teorema de Gauss.

Consideremos el recinto M en R® determinado por las desigualdades x? + y? + 2% < 4, x> + > +

4z% > 4,z > 0. Calcula su volumen. Dado el campo vectorial f(x,y,z) = (x2,y?, z?), comprueba el

teorema de Gauss en dicho recinto.
Sea M = {(x,y,z) e R®: (z—1)2<x?+y? > +y*+22<1, z>0}.

1. Calcula el volumen de M utilizando coordenadas esféricas y coordenadas cilindricas.

2. Comprueba el teorema de Gauss en M, para el campo vectorial f(x,y,z) = (y,0,z — 1).
Sea M C RR3 el s6lido determinado por las desigualdades x? 4 y2 <4-2z,z4+2y <4,z >0.

1. Expresa el volumen de M mediante integrales iteradas de la forma

//dxdy/dz, //dydz/dx //dxdz/dy.

Usando la primera expresion, calcula el volumen de M.

2. Comprueba el resultado del apartado anterior aplicando el teorema de Gauss en el recinto M
al campo vectorial f(x,y,z) = (x,—1,2).
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AMPLIACION DE LA TEOR{A DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

16. La figura adjunta corresponde al volumen encerrado por los cilindros x* + z2 = 1, Y +z22=1en
el primer octante. Sea M tal volumen. Se pide:

1. Escribe las ecuaciones cartesianas que definen el re-
cinto M.

2. Mds abajo, aparecen las grdficas de la frontera de M.
Indica al lado de cada grdfica las ecuaciones cartesia-
nas que la describen, asi como una parametrizacion
de la misma. Calcula el vector normal de la parame-
trizacién e indica en la figura adjunta qué sentido tie-
ne.

3. Calcula el drea de la frontera de M que estd contenida

en el cilindro x> + z> = 1.

i 4. Mediante el teorema de Gauss aplicado al campo vec-

g':‘.";";l';l':l':"}";';';?:i‘:ﬁ'ﬁr”m torial f(x,y,z) = (x,y,2), calcula el volumen de M.

p 5. Sin efectuar ninguna integral, calcula cudnto va-

le la circulacion del campo vectorial f(x,y,z) =

(0, —x%/2,yz) a lo largo de la frontera del drea del

apartado tercero, recorrida de modo que el vector nor-

mal lo dejemos siempre al mismo lado.
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17. Sea M = {(x,y,2z) € R®: }(x®+y?) <z < /xZ+?2, z < 1} y sea el campo vectorial f(x,y,z) =
(x,—y,1).

1. Comprueba el teorema de Gauss para el campo f en M.

2. Determina un campo G = (Gy,0,G3) tal que su rotacional sea f. Comprueba el teorema de
Stokes para el campo G en la superficie M N {(x,y,z) € R®: z=1}.

18. Sea M la regién limitada superiormente por el paraboloide z = 1 — x2 — y? e inferiormente por el
planoz =1 —uy.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

AMPLIACION DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

a) Expresa el volumen de M mediante las integrales triples indicadas abajo,

/dy/dx/dz, /dz/dx/dy, /dz/dy/dx

b) Calcula la circulacién del campo f(x,y,z) = (—2y,2x, —2x) alolargode lacurvaz =1 — x> —
y?,z = 1 —y, orientada de modo que el vector tangente en el punto (0,0, 1) tenga su primera
coordenada negativa.

Consideremos la superficie del plano z = y + 2 contenida en el paraboloide z = x> + y. Calcula
su area. Dado el campo vectorial f(x,y,z) = (y,xz,y), comprueba el teorema de Stokes en dicha
superficie.

Consideremos el sélido M = {(x,y,z) € R3: 1—22 <x?+y?> <4 -2z, z > 0}. Calcula el volumen
de M:

1. Directamente, evaluando mediante un cambio de variables adecuado la integral triple corres-
pondiente.

2. Aplicando el teorema de Gauss al campo vectorial f(x,y,z) = (x,y,0).

Consideremos la esfera x> + y*> + z?> = 4 y el cilindro x*> + y> = 1. Sea A el conjunto de puntos
interiores a la esfera y exteriores al cilindro.

1. Escribe la integral triple que da el volumen de A usando coordenadas esféricas y cilindricas.
2. Calcula el volumen de A, evaluando las integrales del apartado anterior.

3. Comprueba el resultado del apartado anterior mediante el teorema de Gauss aplicado al cam-
po vectorial f(x,y,z) = (x,y,z).

Consideremos la integral triple

2 4 Y2 —4x?
/ dx/ dy/ dz.
0 2 7 Jo

1. Identifica el recinto de integracion. Escribe la integral triple en las formas

/dx/dz/dy, /dy/dz/dx.

2. Calcula el volumen del recinto anterior.

3. Comprueba el teorema de Gauss en ese recinto para el campo vectorial f(x,y,z) = (x,y,z).

Sea A= {(x,y,z) ER®*: 0<x<a, 0<y<a 0<z<y?},siendoa > 0 constante.

1. Escribe la integral triple que da el volumen de A en las formas

/dx/dy/dz, /dx/dz/dy, /dz/dy/dx.

2. Si M es la parte de la frontera de A incluida en el cilindro z = 2, calcula su 4rea.

3. Comprueba el teorema de Stokes si f(x,1,z) = (cosy + ycosx,senx — xseny,xyz) y M es la
superficie del apartado anterior.

Consideremos el sélido M C R® determinado por las desigualdades x*> +y> <2 —2z,z > 0, |y| < x.

1. Expresa el volumen de M mediante integrales triples en coordenadas cartesianas y coordena-
das cilindricas.
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25.

26.

27.

28.

29.

2. Calcula el volumen de M.

3. Utiliza el teorema de Gauss para calcular el flujo del campo f(x,y,z) = (—y, x,2z) a través de
la superficie S = {(x,y,z) € R®: x>+y?> =2—2z, 2z >0, |y| < x}, orientada de tal forma que
la tercera componente del vector normal sea positiva.

4. Calcula la integral de linea del campo anterior en el borde de S con la orientacién inducida.

Consideremos las superficies
A={(xyz2) eR: z=x+y, P +y* <z}, B={(x,y,2) eR®: z<x+y, ¥*+y* =z}

1. Parametriza ambas superficies y calcula el area de A.

2. Comprueba el teorema de Gauss en el recinto encerrado por A y B y el campo vectorial
f(x,y,z) = (x,2y,3z).

Sea M = {(x,y,z) € R®: x*+y?>+22<4, |z| <1, x>0, y >0}

1. Expresa el volumen de M mediante integrales iteradas utilizando coordenadas cilindricas y
esféricas.

2. Calcula el volumen de M utilizando la expresion en coordenadas cilindricas.

3. Calcula el area de la porcion de superficie esférica contenida en M.

4. Utiliza el teorema de Gauss para calcular el flujo del campo f(x,y,z) = (y, x,0) a través de la
superficie S del apartado anterior, orientada al exterior de M.

5. Si g es un campo vectorial tal que f = V x g, (es decir, f es el rotacional del campo g), deduce
razonadamente el valor de la integral de linea de g a lo largo de la curva 9S, indicando el
sentido de recorrido.

Consideremos los conjuntos

A={(x,y,2) eR® ¥*+y? <2y, —V3y<z<y+1, x>0},
B={(xy,2) e R3: x2+y2:2y, —\@ygzgy—kl, x > 0}.

1. Calcula el volumen del conjunto A y el area de la superficie B.

2. Sif(x,y,z) = (0,0,y), comprueba el teorema de Stokes en la superficie B.
Sea M = {(x,y,z) ER%: 0<z<y<:, x24+y*< Zy}.

1. Calcula el volumen de M.

2. Usa el teorema de Gauss para calcular el flujo del campo vectorial f(x,y,z) = (x,y,—2z) a
través de la superficie A = {(x, y,z) ER3: z=y < %, x?+y? < Zy}, orientada de modo que
la tercera componente del vector normal a la superficie sea negativa.

3. Encuentra un campo vectorial g tal que su rotacional sea f. Mediante el teorema de Stokes,

comprueba el resultado obtenido en el apartado anterior.

Consideremos el volumen M = {(x,y,z) € R3: x> +y?>+2z><2, 0<y <1, x,z > 0}, la superficie
S ={(xyz) e R® x2+y2+2> =2,0<y <1, x,z >0}y el campo vectorial f(x,y,z) =
(x,y, —2z).

1. Calcula el volumen de M integrando por secciones paralelas a un eje.

2. Describe la frontera de M. Parametrizala.
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3. Describe la frontera de S. Parametrizala.
4. Calcula el flujo del campo f a través de la superficie S,
4.1. Mediante el teorema de Stokes, buscando un campo g = (g1,42,0) tal que su rotacional

sea f.
4.2. Mediante el teorema de Gauss.

30. Sea A= {(x,y,2) e R®: 2 +22<y+1, y<1, z>0}.

1. Calcula las proyecciones de A sobre los planos x =0,y =0y z = 0.

2. Calcula el volumen de A.
Sea S = {(x,y,z) e R3: x2+z2=y+1, y<1, z> 0} orientada hacia el exterior de A.

3. Calcula el flujo del campo vectorial f(x,y,z) = (z,2z,1/2) a través de S directamente.
4. Comprueba el resultado del apartado anterior usando el teorema de Gauss.

31. Sean las superficies A y B definidas como:
A={(xyz2) € R3: x? —i—y2 <1, z= yz}
B={(xy,z) € R3: x2—|—y2 =1,0<z §y2}.

1. Parametriza la superficie A y calcula el vector normal.

2. Calcula el drea de la superficie B.

3. Calcula, mediante el teorema de Gauss, el flujo del campo vectorial f(x,y,z) = (x,y, —2z) a
través de la superficie A, orientada de modo que la tercera componente del vector normal sea
positiva.

4. Comprueba el resultado del apartado anterior buscando un campo vectorial g = (A, B,0) tal
que V x g = fy aplicando el teorema de Stokes.
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Superficie A Superficie B

32. Sean el sélido M y la superficie S definidas como:
M={(xyz) € R3: x2+2y2 <2-z x*< z}
S={(xy,z2) € R3: x2+2y2 <2—z x*= z}.
1. Comprueba el teorema de Gauss en el sélido M para el campo vectorial f(x,y,z) = (0,0,3z).

2. Orientemos la superficie S de tal forma que el vector normal en cada punto tenga la tercera
componente menor que cero, y sea g el campo vectorial g(x,y,z) = (y,x,0). Expresa el flujo

del campo vectorial g a través de S mediante una integral de linea | h-Tds, determinando el
C

campo h y la curva C parametrizada con la orientacion adecuada.
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Solido M Superficie S

33. Sea S la superficie definida como la porcién del paraboloide x* + y* = 2 — z determinada por
0<x<1,0<y <1, orientada de tal forma que el vector normal en cada punto tiene la tercera
componente mayor que cero (figura 1). Sea f el campo vectorial definido por £(x,y,z) = (0,0,v).

1. Comprueba el teorema de Stokes para el campo fy la superficie S.

2. Deduce razonadamente que el flujo del campo f a través de S es igual al flujo de f a través de
cualquier cuadrado T = {(x,y,z) € R®: 0<x<1,0<y <1, z=a}, dondea <0y orien-
tados con vector normal n = (0,0,1) (puedes utilizar la figura 2 para indicar el razonamiento
seguido).

~

Figura 1 Figura 2
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