Teoria de la medida Espacios L7 Curso 0001
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Da un ejemplo de una funcién f: (0,+00) — R medible, acotada, mll»rfoo f(z) = 0 tal que f ¢ LP(0,+00),
cualquiera que sea 1 < p < +oo.
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Sea 1 < p < +oco. Resuelve las siguientes cuestiones:

Sea f(z) = . Prueba que f € £P(0,+00) siy sélo sip = 2.

(a) Da un ejemplo de una sucesion f,: R — R en LP, que sea uniformemente convergente pero que no
converja en LP(R).

(b) Da un ejemplo de una sucesién f,: [0,1] — R en LP, que sea puntualmente convergente pero que no
converja en LP([0,1]).

(¢) Prueba que si f,: [a,b] — R son funciones de L? tal que la sucesion (f,) es uniformemente convergente,
[a, b] es un intervalo compacto, entonces la sucesién (f,,) es convergente en L?([a, b]).

(d) Para cada n natural sea m el tinico niimero natural tal que 2™ < n < 2™*!, Sea 0 < k < 2™ tal que
n=k+2™. Sea f, la funcién caracteristica del intervalo [k/2™, (k + 1)/2™]. Prueba que la sucesién (f,,)
converge en £7(]0, 1]) pero no es puntualmente convergente.
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Sean f,(z) = ek B>1y gn(z) =nve el
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(a) Prueba que cualquiera que sea p € [1,+o0], f,, € LP, para todo a € R. Calcula su norma.

(b) Prueba que cualesquiera que seany € Ry p € [1, +o0|, g, € LP. Calcula su norma.

(c) Utiliza estas sucesiones para probar que las topologias inducidas por £? y £? en £P N £? no son compa-
rables.

Prueba que las siguientes desigualdades son inconsistentes para una funcién f € £2(0,7):
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Sea E = £3([0,400)). Prueba que

1 e f(z) 3
sup ————— dr = V4.
feE1+f||3/o l+w

Sea (X, M, 1) un espacio de medida finito.

(a) Prueba que || f||oc = limp— 400 || f]lp-
(b) Sea ps > p;. Da una funcién f € £P2 \ LP1,
(¢) Da una funcién f € £P*, para todo p; < ps pero f ¢ LP2,

Sea (X, M, u) un espacio de medida, f € LPyg € £% Sil/r = 1/p + 1/q, prueba que fg € L" y que
1fgllr < [I£1plgllg-

Sea X =[0,+00) y u(A) = fA e~ % dz. Cualquiera que sean = 0,1,2, ..., definamos
e.’I,’ dﬂ,
Lo(z) = — —zgn),
n(@) n! dx™ (e™"2")

(a) Prueba que L,, es un polinomio de grado n (Ilamado de Laguerre) tal que L,, € £?(X, p).
(b) Prueba que la sucesién (L,,) es ortonormal en £2(X, i), es decir, J ~ LnLm dpe = dp.

(c) Deduce que £2(X, ;1) no tiene dimension finita.



10. Sea (X, M, 1) un espacio de medida, f una funcién medible e I(f) = {p € (0, +00]: ||f]|, < +o0}.

(a) Prueba que I(f) es un intervalo.

(b) Si I(f) # 0, la aplicacién p € I(f) — |/ f||, es continua. Incluso si r es un extremo de I(f), aunque

r¢ I(f),es lim [[f]l, = f]l

pEI(f)
() Si0 < p<g<r<+oosetiene que | fll < max{[|f|,, [[fll+}, £LP(r) VL (1) C LY (p).

11. Comprueba que el intervalo I(f) (cuando se considera la medida de Lebesgue en (0, +c0)) es el indicado en
cada caso:

Observa que considerando sumas de este tipo de funciones se logra que I(f) sea cualquier intervalo prefijado
de antemano.

12. Sea 0 < b < a y consideremos las funciones caracteristicas f = X(-a,a) Y 9 = X—b,)- Prueba que

2b, silz]<a-—b
frglz)=qa+b—|z|, sia—b<|z|<a+b
0, sia+b < |z
Haz un grafico de estas funciones.
13. Sea a > 0. Prueba que
1 1 27 /a

* = :
a2+ 22 a?2422  4a? + 22

14. Consideremos las funciones

e six >0 e siz >0
f($)={ g(x)Z{

0, siz <0 0, sizx <0
donde suponemos que a # b. Prueba que
e T _ efb:c .
f *g = ﬁ’ six >0
0, siz <0

Sia = b, entonces f * g(z) = xe~** para x > 0.




