ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA: PRIMER PARCIAL 04—02—-2010

Ejercicio 3 (3 puntos).— Sea ¢ € R C C un nimero real y f,: C* — C* el endomorfismo de
C-espacios vectoriales cuya matriz respecto de la base candnica C es Mc(f,) = A,

-1 2 —a 2a

B -1 1 —a 1+ 2a
A= 00 —a 2a
00 —a a

a) {Para qué valores de a es f, diagonalizable?

b) Para los valores de a obtenidos en el apartado anterior, hallad una base B de C* tal que Mz(f,)
sea diagonal.

c) Para los valores de a obtenidos en el primer apartado y para todo entero n > 1, hallad la matriz A™.

a) Calculemos el polinomio caracteristico p(x) € Clz] de f,. Para ello haremos uso de la conocida
férmula que simplifica el calculo del determinante de una matriz triangular superior por cajas,

Al B
S| = et

r+1 =2 a —2a

1 -1 a —1—2a z+1 -2 r+a —2a

p(z) = |xly — Al = 0 0 x+a —2a | 1 1:—1‘ a r—a
0 0 a T —a

= (2% + 1)(2? + a?).

Los autovalores de f, son las raices de p(x), que son i, —i, ai y —ai.

Si a # 0,1,—1 entonces hay 4 autovalores distintos, todos con multiplicidad 1 (como raices de
p(zx)), por tanto f, es diagonalizable.

Si a = 0 entonces 7 y —i tienen multiplicidad 1 y 0 muliplicidad 2. La dimensién del subespacio
invariante del autovalor O es,

1 -2 0 0
: Y 4 I -10 -1 _ .
dim Vy = dim C* — rango 9 00 o0 =4-2=2
0 00 O

por tanto fy es también diagonalizable.
Si a = 1 entonces la multiplicidad de 7 es 2, y la de —i también. La dimensién del subespacio
invariante del autovalor 7 es,

t+1 =2 1 =2
1 +—1 1 =3
0 0 i+1 =2
0 0 1 -1

dim V; = dim C* — rango



El rango de esta matriz es como mucho 3, ya que ¢ es un autovalor y por tanto dimV; > 1. Para
calcular el rango de esta matriz observamos que las dos primeras columnas son linealmente dependi-
entes entre si, y también las dos tltimas filas, por tanto la tunica posibilidad de que tenga rango 3 es
que el menor obtenido al eliminar la primera columna y la ltima fila no sea cero,

-2 1 -2
1—1 1 =3 |=44+4-60—6+2i—2=—4i#0,
0 ++1 -2

luego dimV; =4 — 3 =12 2 y por ello f; no es diagonalizable.
Analogamente, si a = —1 entonces la multiplicidad de 7 es 2, y la de —i también. La dimensién
del subespacio invariante del autovalor 7 es,

i+1 =2 -1 2
dim V; = dim C* — rango L=l =1 ; =4-2=2
1

?

0 0 +—1
0 0 -1 i+

puesto que el menor obtenido al eliminar la primera columna y la iltima fila es

-2 -1 2
i—1 =1 1 |=44+2(-12*+2(—-1)+2>i—1)=0,
0 i—1 2
y
—1+1 -2 -1 2
1 —i—1 -1 1
dim V_; = dim C* — rango 0 0 —i_1 9 4—2=2,
0 0 -1 —i—1
puesto que
-2 -1 2
—i—1 —1 1 |=44+2(-i—1)>*+2(—=i—1)+2(—i—1) =0,
0 ——1 2
por ello f_; si es diagonalizable.
En resumen f, es diagonalizable si y sélo si a # 1.
b) Para a # 1, busquemos bases de los subespacios invariantes.
El subespacio V; es el conjunto de soluciones de
1+ 1 —2 a —2a Ty 0
1 +—1 a —1—2a To _ 0
0 0 i+a —2a zs | | O
0 0 a 1—a Ty 0

Si a # —1 la primera ecuacion depende de las demas ya que el rango de la matriz de coeficientes
es3y
i—1 a —1—2a
0 ita —2a | = (i—1)(a®* - 1) #£0,
0 a 1—a

por tanto podemos eliminar la primera ecuacion y despejar xs, x3 v x4 en funcién de x1 = A € C,
(1 — 1)ag +ars —(1+2a)zy = —A,

(i +a)xs —2ax4 0,
ars +(i—a)xy = 0.



Las dos ultimas ecuaciones forman un sistema homogéneo con matriz de coeficientes regular, ya que
su determinante es a? — 1 # 0, luego x5 = x4 = 0 y por tanto zy = %)\. Tomando A = 2 obtenemos
que V; = ((2,1+4,0,0)).

Sia = —1 el rango de la matriz de coeficientes es 2, las dos primeras filas son independientes y
podemos despejar x3 v x4 en funcion de x1 = Ay xo = pu, A\, u € C,
—X3 +21’4 = —(1 + Z))\ + 2,u,
—x3  Hxy = A+ (1—19)p.

De aqui se deduce facilmente que x4y = —iA+ (1 +4)u y 3 = (1 —i)A + 2ip. Una base de V; viene
dada por los vectores que se obtienen al hacer A\=1y u=0,y A=0y u=1,

{(1,0,1—4,—4);(0,1,2i,1+ i)} C Vj.

Como A es una matriz de niimeros reales, si v es un autovector asociado al autovalor «, es decir
Av = f,(v) = av, entonces tomando conjugados a ambos lados vemos que Av = f,(v) = aw, por
tanto ¥ es un autovector asociado al autovalor &.

Si a # —1 vemos que (2,1 —14,0,0) € V_;, ademds sabemos que dimV_; = 1 es la multiplicidad
del autovalor, luego {(2,1 —14,0,0)} C V_; es una base.

Anélogamente, si a = —1 entonces {(1,0,1 + 7,7);(0,1,—2:,1 — i)} C V_;. Claramente este
conjunto es linealmente independiente, y como sabemos que dimV_; = 2 es la multiplicidad del
autovalor deducimos que se trata de una base.

Para a = —1 este apartado queda totalmente solucionado ya que podemos tomar la base

{(1,0,1 — i, —i); (0,1,2i,144); (1,0,1 +i,4); (0,1, =24, 1 — )},

de todos modos de cara al apartado siguiente nos convendrd mas tomar los vectores en el siguiente
orden,
B=1{(1,0,1—14,—14);(1,0,1+14,4); (0,1, —2i,1 —4);(0,1,2¢,1 +14)}.

Ahora nos centraremos en el caso a # —1.
El subespacio V,; es el conjunto de soluciones de

at+ 1 —2 a —2a Ty 0
1 ar—1 a —1—2a T B 0
0 0 ai+a —2a z3 | | 0O
0 0 a at — a T4 0

Si a # 0 la cuarta ecuacion es dependiente de las demas, pues el menor obtenido al eliminar la
tltima fila y la tltima columna es (1 — a?)(ai + a) # 0, asi que podemos despejar z;, T9 y T3 en
funcién de x4 = X € C,

(ai + 1)xy —219 +ars = 2al,
r1 +(ai — 1)z, +axs = (1+2a)A,
a(l+i)xzs = 2al.

Por un lado z3 = (1 — 7)A. Por otro lado si restamos la segunda ecuacién a la primera y despejamos
axz = a(l — )\ en la segunda obtenemos el sistema,

airy —(14ai)zes = —A\,
r1 +(ai—1)zs = (1+a+ai)
Para resolverlo despejamos x1 = (1 + a + ai) A + (1 — ai)xy y sustituimos,
(ai + a®i — a®)\ + (ai + a*)z9 (1 + ai)zy = =\,
(a® — 1)y = (a® — 1 — ai — a®i)\,
a*—1—ai —a’

= A
X2 (12—1 )




y finalmente

(a2—1)(1+a+ai)+(1—ai)(a2—1—az’—a27j)>\_a2—a—2—ai—a2i)\
a?—1 B a?—1

T =

Tomando A = a*—1 deducimos que V,; = ((a®> —a—2—ai—a?i,a*—1—ai—a?i, (1—1i)(a®>—1),a*>—1))
y conjugando V_,; = ((a®* —a — 2+ ai + a*i,a® — 1 + ai + a%, (1 +i)(a* — 1),a* — 1)). Asi que si
a # —1 podemos tomar

B={(2,1+4,0,0):(21—4,0,0);
(a* —a—2—ai—a*,a* —1—ai—a, (1 —i)(a®—1),a* - 1);

(a®> —a—2+4ai+a%,a*> — 1+ ai+a, (1+4)(a® —1),a®> — 1)}

Finalmente si a = 0 el subespacio Vj es el conjunto de soluciones de

1 =20 0 ) 0
1 -1 0 —1 x| |0
0 00 0 z |~ 0
0 00 0 T4 0

El rango de la matriz de coeficientes es 2 y podemos despejar x; y x5 en funcion de x3 = \y x4 = p,
A€ G,
{ Tt —2.1’2 = 0,

I —T2 = W

De aqui se deduce facilmente que x1 = x9 4+ 1 y por tanto xo + p — 2x9 = 0, luego xo = pu y &1 = 24.
Una base de V[ viene dada por los vectores que se obtienen al hacer A\=1y u=0,y A=0y pu=1,

{(0,0,1,0);(2,1,0,1)} C V.
Asi que para a = 0 la solucién a este apartado es,

B={(2,1+1i0,0):(2,1—14,0,0);(0,0,1,0):(2,1,0,1)}.

c) Para todo a # 1, la matriz de f, respecto de la base B = {v;, v,,v3,v,} calculada en el apartado
anterior para los diferentes valores de a es Mg(f,) = D,

¢t 0 0 0

0 — 0 0
b= 0 0 w 0|’

0 0 0 —w

luego A= PDP~" para P = M(B,C) = (1 [us]us|uy), v

" 0 0 0
n __ —1\n __ np—1 __ 0 (_1)11211 0 0 1
A" = (PDP " )"=PD"P" =P 0 0 gnin 0 P
0 0 0 (—=1)"a™"
Notese que
1, n=4m;
| =1, n impar; ) =1, n=4m+2;



