ALGEBRA II. CONTROL DEL TEMA 4 19-5-2010

Ejercicio 2.— Seaa € Ry g: R* — R* el endomorfismo cuya matriz respecto de la base canénica C
es A,

1 0 2 0

oA a+1 2 =2 a
Mc(g) = A= 0 0 —1 0
1 0 —2 2

e Determinad para qué valores de a € R es g diagonalizable. Para dichos valores, hallad una
base B C R* de autovectores y una matriz invertible P tal que D = P~'AP sea diagonal.
Calculad D.

e ;Es g una proyeccién para algin valor de a € R?

El polinomio caracteristico de g es facil de calcular desarrollando el siguiente determinante por
filas y columnas,

l—=x 0 2 0
a+1 2—zx -2 a
1 0 -2 2—x

Obsérvese que los autovalores son 1 y —1, ambos con multiplicidad 1, y 2 con multiplicidad 2,
independientemente de a € R. En particular g no puede ser nunca una proyeccion, ya que los tinicos
posibles autovalores de una proyecciéon son 0 y 1.

Para calcular los valores de a € R que hacen que g sea diagonalizable bastara calcular la dimension
del subespacio invariante V(2) asociado al autovalor 2,

-1 0 2 0

: a+1 0 -2 a
dim V' (2) = 4 — rango 0 0 -3 0
1 0 -2 0

Si a # 0 este rango es 3 ya que el menor formado por las tres primeras filas y las columnas 1, 3 y 4
es

-1 2 0
a+1l =2 a|=—-3a.
0 -3 0

Por tanto, en este caso dimV(2) = 1 y g no es diagonalizable. Sin embargo, si a = 0 entonces el
rango es 2 ya que hay dos columnas triviales, luego dim V' (2) = 2 y g es diagonalizable.



Calculemos una base de autovectores para a = 0.

00 2 0 T 0
2333:()
. 11 -2 0 2 | | O T -
10 -21 4 0 Posm e
Despejando en funcién de z; deducimos que
x3 =0, Ty = —T1, Ty = —T1,

as{ que obtenemos una base de V(1) haciendo z; =1, {(1,—1,0,—1)}.

R . 20 + 225 = 0,
V(-1) | = , 1+ 3xy — 223 =0,

00 0 0 T3 0 o4 3 — 0

10 -2 3 T4 0 ! 3 4=

Despejando en funcién de z; deducimos que
T3 = —T1, T2 = —T1, Ty = —21,

asi que obtenemos una base de V' (—1) haciendo z; =1, {(1,—1,—1,—1)}.

-1 0 2 0 1 0
. 1 0 -2 0 i) . 0 Ty — 21’3 == 0,
V(2): 0 0 =3 0 3 | | 0 | { —3z3 = 0.
1 0 -2 0 Ty 0
Despejando en funcién de x5 v x4 deducimos que
x3 =0, x1 =0,

as{ obtenemos una base de V'(2), {(0,1,0,0);(0,0,0,1)}.
La siguiente es por tanto una base de autovectores,

B = {(1’ _1’07 _1)’ (17 _17 _17 _1)7 (07 17()’0)’ (070707 1)}

La matriz de g respecto de esta base es

1 0 0 0

0O -1 0 0
Ms(g)=D=| ¢ o 2 o

0O 0 0 2

Si tomamos

1 1 0 0

-1 -1 1 0
P=M(B,C) = 0 -1 0 0

-1 -1 0 1

entonces

PAP = M(C,B)Mc(g9)M(B,C) = Mg(g) = D.
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Ejercicio 3.— Tres cuentas bancarias M, N, P, () poseen el saldo inicial siguiente (en euros),
My = 1000, Ny = —100, Py = 2000, Qo = 50000.

Las cifras negativas indican cantidades adeudadas (nimeros rojos). El saldo de estas cuentas evolu-
ciona de ano en ano de la siguiente manera:

e La cuenta M incrementa su saldo por valor del doble del saldo de la cuenta P en el ano
anterior.

e Al saldo de la cuenta N se la anade la cantidad correspondiente a la suma de los saldos de

las cuentas M y N en el ano anterior, pero se le resta el doble del saldo de la cuenta P en el
ano anterior.

e El saldo de la cuenta P pasa a ser el opuesto del que tenia (el opuesto de = es —z).

e Al saldo de la cuenta () se la anade la cantidad correspondiente a la suma de los saldos de

las cuentas M y @ en el ano anterior, pero se le resta el doble del saldo de la cuenta P en el
ano anterior.

Calculad el saldo de estas cuatro cuentas al cabo de un siglo.

Sean

= saldo de la cuenta M al cabo de n anos,
= saldo de la cuenta N al cabo de n anos,
saldo de la cuenta P al cabo de n anos,

= saldo de la cuenta () al cabo de n anos,
= (Mna Nna Pna Qn)t

RIS
I

El enunciado nos dice que vy = (1000, —100, 2000, 50000)" y v,, = Av,,_; para todo n > 0, donde A
es la matriz del ejercicio anterior para a = 0,

—_ O =
O o O
|
—_
N O OO

En particular v, = A™vq, por tanto, con la notacién del ejercicio anterior,

Vioo = AnVO = PilDloopVO.



Para hallar este vector, que es lo que pide el ejercicio, sélo nos queda calcular P~!. El calculo arroja
la siguiente matriz,

10 1 0
00 —1 0
-1
Pr=114 0 0 |’
10 0 1
luego
10 1 0 10 0 0 1 1 00 1000
ool 0o0o =10 01 0 0 -1 =110 —100
w=111 0 o0 0 0 210 ¢ 0 —1 0 0 2000
10 0 1 0 0 0 210 -1 -1 0 1 50000
10 1 0 10 0 900
oo -10 01 0 0 1100
111 0 0 0 0 2100 100
10 0 1 00 (0 200 49100
10 1 0 900
oo -10 1100
11 0 o0 100 - 2100
10 0 1 49100 - 2100
100 - 2190 4 900
B —100 - 2100
- 2000

49100 - 219 4+ 900
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Ejercicio 4.—

1. Demostrad que existe una tinica aplicacién afin f: A*(R) — A*(R) que satisface las siguientes
ecuaciones:

f(1,1,0,0) = (1, 3,0, 1); f(1,0,1,0) = (3,—-1,—1,—1); f(1,0,0,1) = (1,1,0, 3);
f£(0,1,0,1) = (0,2,0,2); £(0,0,1,0) = (2, -2, -1, —2).
2. Calculad la matriz de f respecto del sistema de referencia canénico. ;jEs f una afinidad?
3. Calculad los puntos fijos de f.

4. Sea m C A*(R) el subespacio afin definido por las ecuaciones

By — 313 = 2,
T $1+2£E3:3,
3[[’1 —I—l‘g = 4

Calculad la dimensién de 7, sus ecuaciones paramétricas y una base de D(m).

5. Escoged un punto P € 7 y calculad la posicién relativa de 7 y ©" = f(P) + 7(D(7T)) iSon
perpendiculares?

6. ;Existen perpendiculares comunes a w y 7’7 Si existen calculad alguna, decid qué dimensién
tiene y discutid su unicidad.

La aplicacion f existird y sera tinica siempre que
{(1,1,0,0);(1,0,1,0);(1,0,0,1); (0,1,0,1); (0,0,1,0)} ¢ A*R)

sea un sistema de referencia. Ello equivale a decir que el determinante de

11111
11100
B=|100120
01 001
00110

es no trivial, de hecho |B| =1 # 0.



Una vez garantizada la existencia y unicidad de f obervamos que las ecuaciones del apartado 1
equivalen a decir que si A" es la matriz de f respecto del sistema de referencia canénico y

1 1 11 1
1 3 10 2
c=13 -11 2 =2
0 -1 00 -1
1 -1 3 2 -2
entonces AB = C, luego
100 0 O
010 2 0 1o
A=CB'=]012 -20 :(0 A),
000 —-10
010 -2 2

donde A es la matriz del primer ejercicio de estas notas para a = 0. En particular 7 =¢g: R* - R*
es el endomorfismo del primer ejercicio. Este endomorfimo no tenia autovalores nulos, asi que es
invertible, por tanto f es una afinidad.

Un punto P € A*(R) es fijo si y s6lo si f(P) = P, es decir,

LY (A (oY (L) (o

P ) P) \0]A P ) \0|AP )’
lo cual equivale a P = AP, i.e. a que P sea un autovector de A asociado al autovalor 1. El conjunto
de estos autovectores se calculé en el primer ejercicio,

V(1) ={(A\,=X0,-)) | A€ R} C A*R).

Estos son pues los puntos fijos de f.
Las ecuaciones de 7 equivalen a

. 1'1:1,
T —
por tanto
. 1 0 00
d1m7r_4—rango<0 01 0)—4—2—2,

es decir, 7 es un plano.
Para calcular las ecuaciones paramétricas basta calcular un punto de m, por ejemplo P =
(1,0,1,0) € m, y una base de su espacio de direcciones, que estd definido por las ecuaciones

Try = Oa
T3 = Oa
asi que podemos tomar la base {(0,1,0,0);(0,0,0,1)} € D(w). Obsérvese que segun el ejercicio 1

D(7) = V(2) C R? es el subespacio invariante asociado al autovalor 2 de f = g, luego f (D(7)) =
D(m), en particular,

7 = f(P)+ f(D(r)) = (3,—1,~1,~1) + D(r),



asi que 7 y 7’ son planos paralelos. Ello implica que no son perpendiculares.
Para que exista una perpendicular comun es necesario y suficiente que 7 y 7’ no se corten. Si
se cortasen serian el mismo plano ya que son paralelos, pero se observa claramente a partir de las

ecuaciones de m que f(P) ¢ m pero f(P) € «', por tanto # N7 = (), es decir, los dos planos no
se cortan, asi que existen perpendiculares comunes, pero no hay una tnica ya que D(mw) N D(n') =
D(r) # {0}.
El espacio de direcciones de una perpendicular comiin cualquiera L C A*(R) es
x
0100 x 0 To =20
_ L nL L. 2 | _ 2 ;
D(L)=D(r)-ND(n")~ = D(m)": (0 00 1) s _(O>’ {564:0-
Ty

Una base de este espacio es por tanto {(1,0,0,0);(0,0,1,0)} € D(L), por tanto L tiene dimensién
2, es un plano.

Tomamos los puntos P € 7y @ = f(P) € n’. Descomponemos el vector @ =(2,-1,-2,-1)
segin la descomposicién en suma directa R* = D(w) & D(L),

PO=u+v, u=(0,-1,0,-1)€ D(x), v=(2,0,-2,0)¢€ D(L).
Una perpendicular comin sera el plano siguiente,
L=(P+u)+D(L)=(1,-1,1,—1) 4+ ((1,0,0,0); (0,0, 1,0)).

El punto de corte con w es P+u = (1, —1,1, —1) y el punto de corte con 7’ es Q = (3, -1, -1, —1) € 7.



