ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA: Tema 6 22—2-2010

Ejercicio 8.— En el espacio euclideo A*(R) se consideran los siguientes subespacios:

1 — Ty + a3 — 224 =0,
Lll
I1+ZE2+I3+ZE4:0,

Ly=(1,-1,3,3) + ((2,0,2, -1); (1,3,1,4)),
Ly = (1,-2,5,0) + {(1,1,1,2)).

1. Averiguad si Ly L Ls.
2. Hallad los hiperplanos que contienen a L3 y son paralelos a L. ;Cuédntos hay?

3. Dad una condicién para que tenga mas de una solucion el problema de halar un hiperplano que
contenga a una recta y sea paralelo a un plano, en A*(R).

4. Hallad una perpendicular comtn a Lo y a L3. ;Cuantas hay?

Para hallar una base de D(L;) resolvemos el sistema que lo define,

) T1 — To +x3 — 224 =0,
D(L1> { $1+£L’2+$3+£L‘4:O,

n 1 3
Tr1 = —X —XT s To = —=XT4.
1 3 2 4 2 2 4

Asi, haciendo 3 =1, x4, =0, y 3 = 0, x4 = 2, obtenemos una base,
{(_17 07 17 0)7 (17 _37 07 2)} - D<L1)

De aqui deducimos facilmente que Ly L Lo ya que los vectores de la base de D(L;) son perpendiculares
a los generadores de D(Ly) = ((2,0,2,—1);(1,3,1,4)),

((=1,0,1,0),(2,0,2, —1
((—1,0,1,0),(1,3,1,4
((1,-3,0,2),(2,0,2,—1
((1,-3,0,2),(1,3,1,4

=0,
0,
0
0

Y

— — ~— —

)
)=
) =
)=

Si H € A*(R) es un hiperplano ta que L3y C H entonces,

(1,-2,5,0) € H,
(1,1,1,2) € D(H).



Es mas, si H es paralelo a L1,
{(~1,0,1,0);(1,~3,0,2)} C D(H).
Como,

1 1
rango | —1 0 1
0

tenemos que
{(1,1,1,2);(-1,0,1,0); (1,-3,0,2)} € D(H)

es linealmente independiente, y ha de ser una base ya que dim H = 3, por tanto H ha de ser

forzosamente
H=(1,-2,5,0)+((1,1,1,2);(—1,0,1,0); (1,—-3,0,2)).

Para que exista mas de un hiperplano H C A*(R) que contenga a una recta r y sea paralelo
a un plano 7 ha de suceder que r sea paralela a 7, es decir, D(r) C D(w). En caso contrario
D(r)n D(r) = {0}, luego D(H) = D(r) ® D(m), y H serd necesariamente

H=P+D(r)® D(n),

donde P € r es un punto cualquiera. En cambio si D(r) C D(w) para cualquier vector v € R,
v ¢ D(m), el hiperplano
H=P+ D(m)® (v)

contiene a r y es paralelo a 7.
Para que exista alguna perpendicular comtin a Ly y a Ls ha de suceder que Ly N Ly = (). Veamos
3 3
por reduccién al absurdo que esta interseccién es vacia. Si no lo fuera,

Sin embargo,

— dim(D(Ls) + D(Ls) + (PO)), P =(1,-1,3,3), Q = (1,-2,5,0),
— dim{(2,0,2,—1); (1,3,1,4); (1,1,1,2); (0, 1,2, —3))
2 0 2 -1
1 3 1 4
=rango | . o =4,
0 -1 2 -3
va que,
L s 1 al o202 0 2| |0 2
_ —l1 1 2 |4+ 2 0 2 |=—4=x0
1112 111 2 Rt B B
0 -1 2 -3| |0 -1 2 -3

De paso deducimos que,

{(2,0,2,—-1);(1,3,1,4); (1,1,1,2)} C D(Ls) + D(L3),



es una base, pues es un sistema de generadores y ademas es linealmente independiente porque esta
contenido en un conjunto linealmente independiente, luego,

dim(D(Ls) N D(L3)) = dim D(Ly) + dim D(Ly) — dim(D(Ly) + D(Ly)) =2+ 1 — 3 =0,

asi que la perpendicular comun Z a Ly y L3 es unica.
Para determinarla hallamos una base de,

2 0 2 -1 o 0
D(Z)=(D(Ly)®D(Ls))* - [ 1 3 1 4 =10
111 2 = 0
Ly
La soluciéon de este sistema es,
1 = —T3, To = O, Ty = 0,

luego D(Z) = ((1,0,—1,0)). Asi, tenemos una base adaptada a la descomposicién en suma directa,

B={(2,02-1);(1,3,1,4): (1,1,1,2): (1,0,—1,0)} ¢ R* = D(L,) ® D(L3) ® D(Z2),

vy =(2,0,2,—1) € D(Ly),
vy = (1,3,1,4) € D(L),
vy =(1,1,1,2) € D(L3),
vy = (1,0,—1,0) € D(Z).
Tomamos puntos R € Ly y S € Ls, por ejemplo R = (1,-1,3,3) y S = (1,-2,5,0). Para hallar
los pies de Z hemos de expresar
RS = (0,-1,2,-3)

como combinacién lineal de los vectores de B. Si B, es la base candnica,

2 11 1
0 31 0

MBB)=| o 11 1 |
142 0

por tanto las coordenadas R§B = (x1, x9, 3, 24) son las soluciones del sistema,

T 0 2$1+$2+I’3+$4:0,
o | | -1 3ry + 13 = —1,
M(B, B.)) I3 a 2 ’ 201 + 29 + 13 — 14 = 2,
T4 -3 —x1 + 4x9 + 223 = —3,
=1, x9 =0, r3 = —1, ry = —1.

De aqui obtenemos,

ﬁ =vV| — V3 — Vy,
w = vy € D(Ly),
uy = —v3 € D(L3),

v=-vy€DZ),



asi que los pies de la perpendicular comtn Z son,
P=R+u; =(3,—-1,5,2) € Ly,
Q = S—UQ = (2,—1,672) S L37

luego,
=Q+D(Z)=(2,-1,6,2)+((1,0,—1,0)).

Aunque no lo pide el enunciado del problema, estamos en disposicion de calcular la distancia
entre Loy Lg,

d(Ls, Ls) = d(P,Q) =|PQ||=]|(—1,0,1,0)[= v2.



ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA: Tema 6 22—2-2010

Ejercicio 9.— Supongamos que el universo U es un espacio euclideo de dimensién n > 3, que la
tierra es un subespacio afin 7" C U de dimensién 3 y que existe otra tierra 7" C U de dimensién 3
que no es paralela a T

1. Discutid en los casos n = 3 y n = 4 la posibilidad de que TNT' =0 y de que TNT" = {P}
sea un punto comun.

2. Sea n =5y, respecto de un sistema de referencia de U fijado,

T x4 =0, T T+ x4 =1,
'1:5:17 $4:1.

(a) ;Desde qué puntos del universo, que no estén en 7" ni en 7", se puede emitir un rayo que
toque a las dos tierras T'y T'7

(b) Hallad un punto de 7' desde donde seria lo mds econémico poasible emitir un rayo que
llegara a T".

Como Ty T" no son paralelas D(T") # D(T"), por lo que
dim D(T) N D(T") < 2.
Si TNT =, entonces,
n>dim(T+7T")=dmT+dim7" +1—dim(D(T)ND(T")) >3+34+1—-2=5.

Por tanto si n = 4 las dos tierras se tienen que cortar, pero si n = 5 no necesariamente, como veremos
que ocurre en el caso concreto planteado en el segundo apartado del enunciado.
Si TNT" = {P} es un punto, entonces,

n>dm(T+7') = dim T + dim T’ — dim(T NT") =3 +3—0 = 6,

por tanto esta situacion no puede ocurrir para n = 4, 5.
Pasemos al segundo apartado. En este caso estd claro que T NT" = () ya que no puede ocurrir
que 0 = x4 = 1. Ademas estas dos tierras no son paralelas puesto que sus espacios de direcciones,

D(T): { T D(T"): { n+ 2 =0,

Ty = 07
tienen dimensién 5 — 2 = 3, mientras que su interseccion,

I = 07
DTN D(T): { zy =0,

ZE5:0,



tiene dimensién 5 — 3 = 2.
Tomemos bases,

{(1,0,0,0,0); (0,1,0,0,0); (0,0,1,0,0)} C D(T),
{(0,1,0,0,0);(0,0,1,0,0); (0,0,0,0,1)} € D(T"),
{(1,0,0,0,0); (0,1,0,0,0); (0,0,1,0,0); (0,0,0,0,1)} € D(T) + D(T").

Las dos primeras bases se han calculado usando el método conocido que nos permite hallar una base
de un subespacio vectorial definido por un sistema de ecuaciones homogéneas. Para hallar una base
de la suma hemos unido las bases de los factores, como el resultado es siempre un sistema generador,
que en este caso tiene 4 elementos, y sabemos que la suma tiene dimension,

dim(D(T) + D(T’)) = dim D(T) + dim D(T’) — dim(D(T) N D(T")) = 343 — 2 = 4,

entonces la union es una base. Se observa de manera inmediata a partir de esta base que la suma
esta definida por la siguiente ecuacién,

D(T) + D(T") : x4 = 0.

Centrémonos en el apartado 2 (a). Lo resolveremos por exclusion, es decir, hallaremos los puntos
desde los que no se puede emitir un rayo que pase por las dos tierras. Dados R € T'y S € T"
cualesquiera,

dim(D(T) + D(T') + (RS)) = dim(T + T') = dimT + dim T’ + 1 — dim(D(T) N D(T")) = 5,

por tanto, D(U) = D(T) + D(T") + Jﬁ

Una recta de U pasa por T y No por T’ si esta definida por un punto R € T'y por una direccion
v € D(T)+ D(T"), r = T + (v). Las ecuaciones que definen 7" muestran que R es de la forma
R = (a,b,c,0,1) por tanto r es cualquier recta contenida en el hiperplano {z, =0} C U.

Anéalogamente una recta de U pasa por T” y no por T si esta definida por un punto S € 7" y por
una direccién v € D(T) + D(T"), v’ = @Q + (v). Las ecuaciones que definen 7" muestran que S es de
la forma S = (0,a,b, 1,c) por tanto 1’ es cualquier recta contenida en el hiperplano {z, =1} C U.

Concluimos que el conjunto de puntos del universo U desde los que se puede lanzar un rayo que
pase por T'y por T" es U — ({z4 = 0} U {z4 = 1}).

Con respecto a 2 (b), entendemos por ‘econémico’ que la distancia que recorra el rayo para llegar
de T a T" sea minima, es decir, que el punto de partida de T" sea un pie de una perpendicular comun.
Como T'NT" = {) existen perpendiculares comunes, y al ser D(T) N D(T") # {0} hay infinitas. Para
hallar un pie calculamos,

10000 il 0 2, =0,
- , 01000 1 (o zy =0,
D(Z) = (D(T) + D(T")) 00100 ig S EEE 5= 0
00001 4 0 x5 =0

T5

Una base es {(0,0,0,1,0)} C D(Z).



Escogemos puntos R € T'y S € T", por ejemplo R = (0,0,0,0,1) y S = (0,0,0,1,0), y descom-
ponemos,

RS = (0,0,0,1,-1)
—(0,0,0,0,0) € D(T)
+(0,0,0,0,~1) € D(T")
+(0,0,0,1,0) € D(Z).

Podemos tomar como pies de Z los siguientes puntos,

P=R+(0,0,0,0,0) =R = (0,0,0,0,1) € T,
Q=5-(0,0,0,0,—1) = (0,0,0,1,1) € T".

Desde P € T se puede trazar un rayo que recorreria una distancia minima hasta llegar a T". El
punto de llegada seria ) € T". Aunque no se nos pregunta por ello, esa distancia minima seria,

d(T,T') = d(P,Q) =||PG||=[|(0,0,0,1,0)] = 1.



ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA: Tema 6 22—2-2010

Ejercicio 10.— En el espacio euclideo A*(R) consideramos los planos siguientes:

1+ X9 — 31’4 = —1,
1. Estudiad su posicién relativa.

2. Determinad una perpendicular comtin a ambos planos y sus respectivos pies. ;jEs inica? Hallad
la distancia entre ambos planos.

En efecto, m; y 75 son planos porque tienen dimension,

. T 4 11 -3 0 o
dim7m; = dim R rango(ll 0 -3 =4-2=2,

. 1 211
d1m7r2—rango<1 00 0)—2.

Unas ecuaciones paramétricas de my son las siguientes,
(0,0,0,0) + A(1,2,1,1) + u(1,0,0,0) = (A + p, 2\, A\, A), A p € R,
es decir,
T2 = {()‘+Ma2)‘7>‘a)‘)|)"u S R}
Para calcular m; N 7y sustituimos un punto genérico de 7y en las ecuaciones que definen 7y,

—4 = (A4 p) +2X = 3p,
—1=(A+p)+2\-3u.

Estas ecuaciones son incompatibles ya que —4 # —1, por tanto m N7 = (). En particular existe
alguna perpendicular comun.
Las ecuaciones de D(m) son,

. $1+$2—3$3:O,
D(m): { 1+ 19 — 3xq4 = 0.

Es inmediato ver que (1,2,1,1) € D(m), pero (1,0,0,0) ¢ D(m), por tanto D(m) # D(ms) v
D(my) N D(ms) # {0}, luego
0 < dim D(m) N D(ms) < 2,

es decir,
dim D(m) N D(m) = 1,



por tanto D(m) N D(m) = ((1,2,1,1)). Como D(m) N D(my) # {0} la perpendicular comin no sera
Unica.

Para hallar una perpendicular comin Z hallemos primero una base de D(my). Para ello resolvemos
el sistema que lo define,

- T+ T2
3 — 3 )
A T+ To
4= g
Dando primero los valores z; = 1, 2o = 0, y luego x; = 0, z2 = 1, obtenemos la base
11 11

{(1,0 );(0,1,5,5)} C D(m),

’373
que por simplicidad cambiamos por,

{(3,0,1,1); (0,3,1,1)} C D(m,).

Hallemos ahora una base de D(m) + D(m) = ((3,0,1,1);(0,3,1,1); (1,2,1,1);(1,0,0,0)),

3011
ran 03 20| 5
WOl 1 1107
1 110
ya que esta matriz tiene dos filas iguales pero,
01 1
320 :‘?f‘:3—2:1¢0
1 10

Una base de la suma de los espacios de direcciones de los dos planos es por tanto,
{(0,3,1,1);(1,0,0,0); (1,2,1,1)} C D(m) + D(ma),
(0,3,1,1) € D(my),

(1,0,0,0) € D(rs),
(1,2,1,1) € D(m) N D(ms).

Ahora podemos hallar D(Z) = (D(m;) + D(m))*, ya que sus ecuaciones son,

Ty

0311 . 0
DZ):[ 100 0 =10
T3
1211 . 0
4

Resolviendo obtenemos,

T = 07 T = 07 T3 = —Ta,



de donde deducimos que D(Z) = {(0,0,1,—1)). Consideramos pues la siguiente base de R* adaptada
a la descomposicién en suma directa indicada,

B =1{(0,3,1,1);(1,0,0,0): (1,2,1,1); (0,0,1,—1)} C (D(m) + D(m2)) ® D(Z).

Tomamos dos puntos R € m y S € m. Podemos tomar S = (0,0,0,0), que por definicién
pertenece a 1y, y R = (—4,0,0,—1), que satisface las ecuaciones que definen 7.

Hemos de descomponer RS = (4,0,0, 1) como combinacién lineal de los vectores de la base B, es
decir, hallar las coordenadas de este vector respecto de B. Si B, es la base canénica sabemos que,

_ o O

M(B,B.) =

— = w o
OO O =
— =N

—1

por tanto las coordenadas R§B = (x1, x9, 3, x4) son las soluciones del sistema,

I 4 I2+l’3:4’
i) - 0 3$1+2$3:O,
M(B, B.) zs || 0| r1+ w3+ x4 =0,
Ty 1 T1+ 23— 24 =1,
) 3 1
331:—1 .2132:5 .%’3:57 .2174——5,

en definitiva,

) 3 1
R?:_<0737171)+§(1707070> 2<1727171) 2(070717_1) :u1+u2+V7
0,-3,—1,—1) € D(m),

1 11

= (

) 3

up = 2(1,0,0,0) + 5(1,2,1,1) = (4,3,
= —=(0,0,1,—1 Z =

v 2( 07 Y ) ( 7 272>

Los pies P € m v (Q € my de la perpendicular comtn Z los podemos tomar como,

P=R+u =(-4,0,0,—1) 4 (0,-3,—1,-1) = (—4, -3, -1, -2),
33 3 3
Q=5-1u=(0,0,0,0)~ (43,5, 5) = (~4.-3,—7.~).

Esto nos resuelve por un lado la cuestion de hallar la perpendicular comun,

Z =P+ D(Z)=(-4,-3,—1,-2) +((0,0,1, 1))

= Q+D(2)=(~4,-3,—2.—>

9’ 2)+<(0v0’17_1>>7



y por otro lado nos permite calcular la distancia entre ambos planos,

d(m,m) = d(P,Q) =IPGI=I0,0,~ 3, 2)lI= /1 + 1 = Vg =

Los pies de la perpendicular no son tnicos. Podriamos haber obtenido otros tomando,

3 3 11
2(1,2,1,1 ~.2)eD
2 ) Y Y ) (2 07272) e (7]-1)7

>
up = 5(1,0,0,0) = (

=—(0,3,1,1) +

N Ot~

,0,0,0) € D(msy),
11

5:5) € D(2).

1
vV = —5(0,0, 1,—1)=(0,0,—

Los pies P € m v (Q € my de la perpendicular comin Z los podemos tomar como,

3 11 5) 1 1
pP= = (=4,0,0, 1)+ (2,0, =, =) = (—2,0, =, —=
R+u1 ( 70707 )+(270a272) ( 2a )27 2)7
5 )
Q=5 —uy = (0,0,0,0) — 5(1,0,0,0) = (~,0,0,0).

Estos otros pies dan lugar a otra perpendicular comun,

Z—P+D(Z) = (—g,o, % —%) +((0,0,1, 1))
—Q+D(Z) = (—g,o, 0,0) + (0,0, 1, -1)).

La distancia sin embargo no depende de los pies escogidos,

11 1 1 1
i, m) = d(P.Q) =IFBI=(0.0. 5. D= L+ 1o [T L



ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA: Tema 6 22—2-2010

Ejercicio 11.— En el espacio euclideo A*(R) consideramos la recta r y el plano 7:
r=(1,0,0,0) + ((a,0,0,1)), m = (1,4,0,5) + ((1,2,0,3); (2, 3,0,4)).
Aqui a € R es un parametro.
1. Determinad la posicién relativa de r y 7 seguin los valores de a.

2. Discutid la existencia y unicidad de una perpendicular comin a r y a 7w segun los valores de a.

3. Para a = —1, hallad la distancia entre r y 7.

Por un lado,
r={(14+Xa,0,0,A\) |\ € R}.
Por otro, (z1,xs, 3, x4) € D(m) siy sélo si,
r 2 0 3

rango( 2 3 0 4
Ty T2 T3 T4

Y

lo cual, por el método del orlado, al ser

1 2
9 3|= 3—4=-1#£0,
es equivalente a decir,
( 1 2 0
0=]2 3 0 |=—x3
Tr1 T2 X3
1 2 3
0=| 2 3 4 |=—x1+219— 14,
L 1 T2 T4

luego,

ZE3:07

D(’/T)Z{ I1—2$2+ZL’4:0,

en particular (a,0,0,1) € D(r) siy s6lo si a = —1, es decir,

((a,0,0,1)) = D(r), sia= —1, en cuyo caso r y m son paralelos,
D(r)n D(r) =

{0}, sia#—1.



Sabemos que las ecuaciones de 7 son de la forma,

r1 — 229 + x4 = Q,
T
x3257

asi que como (1,4,0,5) € ,

- o= —2,
L £=0,
luego,
{ ZL‘1—21)2+ZE4:—2,
o
33’3:0,

Para hallar r» N 7 sustituimos en estas ecuaciones un punto genérico de r,

1+Xa+)A=-2
0=0.

Si a = —1 estas ecuaciones son incompatibles pues 1 # —2 asf que r N7 = (), en caso contrario,
hay un punto comun para A = —aiﬂ, es decir r N = {(ﬁ, 0,0, aiﬂ)} Por tanto sélo existe una
perpendicular comin a ry a w si a = —1 y no es tnica ya que en este caso D(r) N D(w) # {0}.

En adelante sea a = —1. Para calcular d(r, 7) hallamos los pies de una perpendicular comin Z.

El conjunto de generadores,
{(=1,0,0,1);(1,2,0,3);(2,3,0,4)} C D(r) + D(7),

no es una base. En efecto,

-1 0
‘ 1 2'—_2#0’
pero
-1 0 0 1
rango 1 2 0 3 | =2,
2 30 4
por el método del orlado, ya que
-1 0 1
1 2 3 :_'g i‘julé g‘:—(8—9)+(3—4):1:0.
2 3 14

De aqui deducimos que

{(-1,0,0,1);(1,2,0,3)} € D(r) + D(m)

si es una base. Es mas,

x1
B 1. -1 0 01 2 | (O —z1+ x4 =0,
D(Z) = (D(r) + D(m))": ( 1 20 3 2 | Vo) 21 + 259 + 324 = 0.
Ty

Resolvemos este sistema,

T1 = Ty, To = —2£L'4.



Haciendo x3 =1, x4 = 0, y luego 3 = 0, x4 = 1, obtenemos una base,

{(0,0,1,0);(1,—-2,0,1)} C D(2).

Una base de R* adaptada a la descomposicién en suma directa es la siguiente,

B=1{(-1,0,0,1);(1,2,0,3);(0,0,1,0); (1,-2,0,1)} c R* =

(D(r) + D(r)) ® D(Z),

=(—1,0,0,1) € D(r) C D(n),
=(1,2,0,3) € D(m),
=(0,0,1,0) € D(2),
=(1,-2,0,1) € D(Z2).
Tomemos R € ry S € , por ejemplo R = (1,0,0,0) y S = (1,4,0,5), y hallemos las coorde-
nadas de
RS = (0,4,0,5),
respecto de B. Si B, C R* es la base canénica, como
-1 10 1
0 2 0 =2
M(B,B.) = 0O 01 0
1 30 1
si denotamos ﬁ[g = (1, X9, T3, T4),
T 0 —$1+I‘2+$4:0,
) . 4 21’2 — 2[E4 = 4,
M(B7 BC) T3 o 0 ’ T3 = 0,
Ty 5 $1+3$2+£L’4:5,
3 1
1:1_17 SU2—§, ‘r3:07 x4:_§7

asi que,

3 1
ﬁzvl+—vg——v4:u1+u2+v,

2727 2
u, =0 =(0,0,0,0) € D(r),

1 11

= —vy = (=, 3,0,
Uy V1+2V2 (27 5

1
VvV = —§V4 € D(Z),

luego podemos tomar como pies de Z los puntos siguientes,

P=R+v;=R=(1,0,0,0)€r

1
=S —vy=(=,1,0,—
Q Vo (27 ) 9

1
-)em,

- ) € D(7),



y a partir de aqui calculamos la distancia entre la recta r y el plano ,

1 1 1 3

1
d(r,w) = d(P,Q) =IPGI=l(~5.1,0, )=/ + 1+ 7 = /5.

También podriamos haber tomado,

u; =V = (—1,0,0, ].) S D(’I"),

3 3 9
= v, =(5,3,0,2)eD
U2 2V2 (27 9 72> S (7'('),
1
vV = —§V4 S D(Z)7

de donde hubieran salido otros pies de una perpendicular comun Z,
P=R+v;=R=(0,0,0,1) €r,

1 1
Q S Vo ( 27 ,0,2)671'

Observamos que a partir se obtiene, como debe de ser, el mismo célculo de la distancia entre la recta

r y el plano 7,
1 1 1 1 3
d(r, ) = d(P, Q) =||PQ| = 5 L0 =Sll=4/7+1+7 \/;



