ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA: Tema 7 11-3—2010

Ejercicio 1.— Sea f: A3(R) — A3(R) la afinidad cuya matriz respecto del sistema de referencia
canodnico es,

1 0 0 0
0 -1 —2 —1
A= 1 0 2 0
2 12 8 6

1. Calculad los puntos, planos y rectas fijas de f.

2. (Existe algin plano fijo H C A*(R) tal que f,,: H — H sea una homotecia? Si es el caso,
calculadlos y determinad el centro y la razén de cada homotecia.

El punto (x,y,z) € A3(R) es fijo si y sélo si,

10 0 0 1 1
0 -1 -2 -1 x| | =
1 0 2 0 y | |
-2 12 8 6 z z
Esto se traduce en el sistema de ecuaciones siguiente,
2 +2y 42z = 0,
Yy = _17
122 48y +52z = 2,

cuya tnica solucién es (0, —1,2), por tanto el subespacio afin de puntos fijos es Dy = {(0,—1,2)} C
A3(R).

Sabemos que H : ag + a1x + asy + agz = 0 es un plano fijo si y sélo si (ag, a1, az,az) es un
autovector de A’ que no es miiltiplo del autovector trivial (1,0,0,0), asociado al autovalor 1.
Para hallar los planos fijos calculamos primeros sus autovalores usando el polinomio caracteristico,

r—1 0 —1 2

0 z+1 0 —12 T+l 0 -2

p(z) = |zl — A = 0 5 r_9  —8 =(z—1) 2 r—2 -8
0 1 0 z—6 L 0 o=0
—@-DE-2)| T x__lz ‘:(x—l)(x—Q)($2—5x+6):(:U—l)(:v—2)2(ac—3).

Hay tres autovalores, 1 con multiplicidad 1, 2 con multiplicidad 2 y 3 con multiplicidad 1. Pasamos
ahora a hallar los subespacios invariantes.

Como 1 tiene multiplicidad 1, V; = ((1,0,0,0)), asi que no existe ningin plano fijo asociado a
este autovalor.

Para el autovalor 2,

1 0 —1 2 T 0 T —x3 +2x4y = 0,

0 3 0 —12 T 0 3x —122z4 = 0

. A\ — 2 | _ 2 4 ;
Va: QL=AD)x =0, | o o o g || 4 o | 21, Sz, = 0.
0 1 0 —4 Ty 0 T —4ZL'4 = 0.



De aqui deducimos que
Vo = {(a — 2b,—4b,a,b) | a,b € R} D {(1,0,1,0); (—2,—4,0,1)} base.

Para el autovalor 3,

2 0 -1 2 T 0 2(E1 —X3 +2l’4 = 07

04 0 —-12 T 0 4x —12z, = 0

. At _ 2 _ 2 4 5
Vot (BL—ADx=0, | o | g 3 0| 2y +rs —8ry = 0,
0 1 0 -3 Ty 0 i) —3LU4 = 0.

De aqui deducimos que
Vs ={(0,3a,2a,a)|a € R} D {(0,3,2,1)} base.
Por tanto los planos fijos son los definidos por las siguientes ecuaciones,
(a — 2b) — 4bx + ay + bz =0, a,b € R, (a,b) # (0,0); 3r+2y+2z=0.

Notese que en la familia de planos que depende de dos parametros a,b € R, valores diferentes de los
parametros pueden dar el mismo plano. Por ejemplo, si por un lado tomamos a = b = 1 y por otro
a = b = 2, las ecuaciones resultantes definen el mismo plano porque son proporcionales,

—1—-4dx4+y+2=0, —2 -8z 42y +22=0.

Para distinguir debemos considerar dos casos. Si b = 0 entonces podemos tomar a = 1, ya que
para cualquier otro valor de a € R — {0} obtendriamos una ecuacién proporcional,

H:1+y=0.
Si b # 0, por la misma razén podemos tomar b = 1, y los planos
H :(a—2)—4r+ay+2=0, a€R,

son todos diferentes.
Recapitulando, la familia de todos los diferentes planos fijos es,

H:1+y=0; H!:(a—2)—4zx+ay+2=0, a€R; H":3zx+2y+2=0. (¥

Sabemos que si 7 = P+ (v) es una recta fija entonces v € R? es un autovector del endomorfismo

: R? — R3, cuya matriz respecto de la base candnica es,

-1 -2 -1
B = 0o 2 0
128 6

Los célculos del polinomio caracteristico de A! nos permiten deducir de manera inmediata que el
polinomio caracteristico de f es (r—2)*(x —3), asi que f tiene dos autovalores, 2 con multiplicidad

2 y 3 con multiplicidad 1. Sin embargo el cdlculo de los subespacios invariantes de 7 no tiene tanto
que ver con los de A’. Hallémoslos.

302 1 x 0 3 42y 4z = 0
Vi (21— B)x =0, R B U Bl U {—12 T8y -t 0.
12 -8 —4 e 0 vy TR = N



Por tanto,
Vo ={(a,b,—3a —2b) |a,b € R} D {(1,0,—3); (0,1, —2)} base.

Para el autovalor 3,

4 2 1 x 0 dr +2y +z = 0,
V3 (33 — B)x =0, 0O 1 0 y |=101], Y = 0
—-12 -8 -3 z 0 —12z -8y -3z = 0.

Por tanto,
Vs ={(a,0,—4a)|a € R} D {(1,0,—4)} base.

Si P =(0,1,—-2) es el punto fijo de f y v es un autovector de 7 sabemos entonces que la recta
r = P+ (v) es fija. Estas rectas son,

(0,1,-2) + {(a,b,—3a — 2b)), a,b € R,(a,b) # (0,0); (0,1,-2) + ((1,0, —4))

Como en el caso de los planos fijos, para valores diferentes de los parametros a y b se obtiene en
ocasiones la misma recta, ya que los vectores de direccién resultantes pueden ser proporcionales.
Para distinguir las diferentes rectas bastaria con tomar por un lado b =0y a =1, y por otro b = 1
y a € R cualquiera. Asi que las diferentes rectas fijas que pasan por el punto fijo son,

0,1,-2) + {(1,0,-3)),  (0,1,-2)+ {(a,1,—3a—2)), acR: (0,1,—2)+ (1,0, —4)).

(Podria haber alguna recta fija que no pasara por el punto fijo (0,1, —2)? En este caso
no. Sir = P+ (v) es una recta fija podemos considerar la restriccién f, : r — r. La matriz de fj,
respecto del sistema de referencia R = {P;v} en r es de la forma

10 , 1 0
(a2> o} <&3), a € R,

segin sea 2 o 3 el autovalor asociado al autovector v. En el primer caso es facil ver que el punto
Q € r de coordenadas Qr = (—«) es fijo para f , por tanto también tiene que ser fijo para f luego
@ = P y r es alguna de las rectas anteriores. En el segundo caso el punto de la recta de coordenadas

Qr = (—%) es fijo para f|, y llegamos a la misma conclusion. La clave de este razonamiento es que 1

no es un autovalor de f.

Pasemos ahora al segundo apartado. Si H C A*(R) es un plano fijo tal que fj,,: H — H es una
homotecia, el inico punto fijo de f ha de pertenecer al plano, (0,1, —2) € H y ha de ser el centro de
la homotecia. Descartando de (*) los planos que no contiene a este punto nos quedamos con,

Hy : —4a + 2y + 2z =0, H" : 3z +2y+2=0.

Como las direcciones de H) son autovectores de f asociados al autovalor 2, entonces f| , : Hy —
2
HY, es una homotecia de centro (0,1, —2) y razén 2.

Andlogamente, Como las direcciones de H” son autovectores de 7 asociados al autovalor 3,
entonces f|,,: H" — H" es una homotecia de centro (0,1, —2) y razén 3.



ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA: Tema 7 11-3—2010

Ejercicio 2.— Una afinidad f: A*(R) — A?%(R) es una cizalladura si existe un sistema de refe-
rencia R respecto del cual su matriz es de la forma

) a,bER,)\7IL€R—{0},A?£M

O > O

1
Mgp(f)=| a
b

= oo

Esta matriz se denomina forma canonica de la cizalladura.
1. Calculad las direcciones fijas y los puntos fijos de una cizarradura.

2. Si R es el sistema de referencia canénico, demostrad que la afinidad f: A?(R) — A%(R) de

matriz
1 0 0
Mup(f)=[0 -7 -9 |,
0 6 8

es una cizalladura y hallad el sistema de referencia R respecto del cual la matriz de f esta en
forma canonica.

Para el primer apartado usaremos coordenadas respecto de un sistema de referencia R tal que
la matriz de f esté en forma candnica. Las direcciones fijas son claramente ((1,0)) asociadas al
autovalor A y ((0,1)) asociadas al autovalor p.

Un punto (z,y) € A%(R) es fijo respecto de f si y sélo si,

100 1 1 (- \r—a
a A O z |=\|z |, Dy = (1—py=>b
b 0 u Y Y Y ="

Entonces Dy = {(1%, —ﬁ)} es un unico punto fijo siempre que A # 1 # pu. SiA=1ya =0
entonces Dy : (1 —p)y = bes unarecta. Sip =1y b=0 entonces Dy : (1 — )y = a también es una
recta. Finalmente, si A\=1ya# 0o p =1y b# 0 entonces no hay puntos fijos Dy = ().

Pasemos ahora al segundo apartado. Por definicién y por la caracterizaciéon conocida de matrices
diagonalizables, f es una cizalladura si y sélo si f tiene dos autovalores distintos A y i, y en ese caso
podemos tomar R como cualquier sistema de referencia que contenga a una base de autovectores.

La matriz de f respecto de la base canénica B’ es,
-7 =9

Calculemos los autovalores de ? mediante el polinomio caracteristico,

T+7 9

ple) = e = My ()| =| "L 7

‘:xQ—x—QOZ(x—l—l)(x—Z).

Al haber dos autovalores diferentes, f es una cizalladura.



Para hallar R calculamos una base de autovectores,

Vo (=l — Mp(f)x =0, <_g _3)(2):<8)

asf que V1 = ((3,-2)),

Va: (2L — Mp(1))x =0, (_2 —2>(2):<8)

asi que V3 = ((1,—1)).
Podemos tomar por tanto R = {0;(3,—2),(1,—1)}. La matriz de f respecto de R serd de la
forma,

1 00

MR(f) = a —1 0

b 0 2
Como (a,b) = f(0)r y en este caso f(0) = 0 es también el origen de R, tenemos que (a,b) = (0,0) y,
Para ilustrar que este es el modo més corto de calcular Mg(f), veamos cémo se haria usando las

matrices de los cambios de referencia entre Ry R'. La matriz de paso del sistema de referencia R al
candnico R’ es,

1 0 0
MR,R)=(0 3 1],
0 —2 —1
y el cambio inverso,
1 0 0
M(R,R)=MR,R)'=|0 1 1],
0 —2 -3
luego,
1 0 0 1 0 0 1 0 0
Mg(f) = MR, R)Mp(f)M(R,R)=| 0 1 1 0 -7 -9 0 3 1
0 —2 — 0 6 8 0 —2 —1
1 0 0 1 0 0 1 00
=0 -1 -1 0 3 1]=|0-10
0 —4 —6 0 -2 —1 0 0 2



ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA: Tema 7 11-3—2010

Ejercicio 4.— Sea G el conjunto de las afinidades del plano que dejan invariantes las rectas x =1 e
= 1. Calculad los centros de las homotecias contenidas en G. ;Contiene G traslaciones?

Consideraremos el sistema de referencia candnico, respecto del cual la matriz de g € M es de la
forma,

1 00
A= a a b |, a,b,c,d, o, 8 € R;ad — be # 0.
B ¢ d
1 0 1 0
Como (—-1,1,0) [ = | = 0 | y(=1,0,1) | = | = | O | son rectas invariantes, (—1,1,0) y
Y 0 Y 0
(—1,0,1) son autovalores de A’
—1+a=-M\
(—1,1,00A = \(—-1,1,0), AeR—-{0}; a =\,
b= 0;
(—=1,0,1)A = u(—1,0,1), we R —{0}; c=0,
d=
asi que,
1 0 0
A= I—-X X 0|, A€ R—{0}.
1—p 0 p

Esta afinidad es una homotecia de razén A si A = p # 1. La tnica dilatacién que no es una homotecia
se obtiene para A = = 1 y es la identidad, luego GG no contiene traslaciones. Si A = u # 1, el centro
de la homotecia es, (1, 1) independientemente de qué nimero sea .



ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA: Tema 7 11-3—2010

Ejercicio 5.— Sea M el conjunto de movimientos del plano que deja invariante la recta r : z = 0.
1. Determinad los movimientos de M calculando sus matrices respecto de un sistema de referencia.

2. Sea s :y =0y O = (0,0). Si fesun movimiento que satisface f(s) = r, jes cierto que
f(O) =07 ;Por qué?

3. Calculad todos los movimientos tales que f(s) =r y ademds f(O) = O (hay 4).

4. Calculad todos los movimientos tales que f(s) = r.

1) Consideraremos el sistema de referencia canénico, respecto del cual la matriz de g € M es de la
forma,

1 00 1 0 0
A= a a b 0 a a b |, a,b,o, € R;a® +b* =1,
g —b 8 b —a
1 0
Como (0,1,0) [ | = | 0 | es una recta invariante, (0,1,0) es un autovalor de A’
Y 0

(0,1,004 = A\(0,1,0), A= %1,

luego, b =0 =a y a = £1. Asi, los movimientos de M son los que tienen matriz de la forma,

1 00
B=1]1 0 a 0|, ae==1;0€R.
B 0 e
2) y 4) El movimiento oy de matriz
1 00
0 01
010

es una simetria de eje H : © —y = 0, que lleva r en s y viceversa. Por tanto la composicién oy f deja
a r fija, asf que su matriz es B para ciertos valores de los pardmetros. Como c% = Id, og(ogf) = f,
luego la matriz de f es de la forma,

100 100 1 00
0 01 0 a O)=p80vce]|, ae==x1;6€R.
010 g 0 e 0 a O

Cualquier movimiento f con matriz de esta forma lleva s en r, y viceversa. Basta tomar g # 0 para

que f(O) = (8,0) # O.



3) Imponer ademds f(O) = (,0) = O es lo mismo que decir 5 = 0, asi que los cuatro movimientos
posibles son los de matrices,

100 10 0 1 00 1 0 0
00 1], 00 —1 |, 0o 01|, 0 0 —1
010 01 0 0 —1 0 0 -1 0



ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA: Tema 7 11-3—2010

Ejercicio 7 apartado 2).— Sea f: A*(R) — A?*(R) el movimiento cuya matriz respecto del
sistema de referencia canénico R’ es,

100 0
200 —1
MR’(f>20010
210 0

Descomponed f como composicion de dos simetrias planas.

Veamos primero qué tipo de movimiento es f. Para ello comenzamos hallando los autovalores del

homomorfismo [, cuya matriz es,
0 0 —1
B=|01 0
10 0
El polinomio caracteristico es,
T 0 1 1
plr)=|zls—Bl=| 0 z—-1 0 :(x—l)‘_l x‘:(:E—l)(:v2+1):(m—l)(x—i)(x+i),
—1 0 =

luego ? tiene un unico autovalor real, que es 1. Ello implica que f se puede tratar de un giro o de

un movimiento helicoidal. En ambos casos el dlgulo de giro « satisface cosa + isina = =+, luego
a=3Jo0a= 37”
Para averiguar si f es un giro o un movimiento helicoidal calculamos los puntos fijos de f. Un

punto (x,y,2) € A3(R) es fijo si y sélo si,

100 0 1 1
2 00 -1 z | | = D‘{x%—z: 2,
001 0 vyl |y |’ Pl e—2 = -2
210 0 z z

Luego, r = Dy es una recta de puntos fijos, asi que f es un giro de eje r y angulo «.

Para descomponerlo como producto de dos simetrias planas cambiamos por comodidad a un nuevo
sistema de referencia métrico R = {O; vy, v, v3}. Tomamos como origen un punto de r, por ejemplo
O = (0,0,2) € r, y vi como un vector de norma 1 en la direccién de r, vi = (0,1,0). Finalmente
completamos v; a una base ortonormal tomando por ejemplo vy = (1,0,0) y v3 = (0,0, 1).



La recta r = O + (v;) esta contenida en el hiperplano H de ecuacién H : z = 0 respecto de R.
La simetria plana oy de eje H tiene las siguientes ecuaciones respecto de R,

Mp(on) =

o O O =
o O = O
o = O O
_— o O O

Vamos a calcular la composicién de movimientos foy. Para ello calcularemos primero la matriz
de f respecto del sistema de referencia R. La matriz de cambio de sistema de referencia de R a R’
es,

1 000
~_ | 00 10
2 00 1
luego,
10 00
, . Nl 0010
-2 0 01
y por tanto,
Mz(f) = M(R',R)Mp(f)M(R,R) = M(R,R')™*
1 0 00 100 0 1 0 00 1 00 0 10 00
. 0 010 2 00 -1 0coo0o10}| _[001 O 0 010
N 01 00 001 O 01001 200 -1 01 00
-2 0 0 1 210 0 2 0 01 010 O 2 0 01
100 0
|1 010 0
000 -1
0 0 1 0
Ahora,
1 00 0 100 0 10 0 0
010 0 010 0 0 1 0 0
Mg(fou) = Me(f)Mr(on) = | o o o _1 001 o0of foo0o—-10
0 01 0 000 -1 0 0 01

Es facil comprobar que el subespacio de puntos fijos de foy es el plano H' : y = 0, por tanto
fou = oy es la simetria plana de eje H'. Como realizar dos veces seguidas una simetria es la
identidad, ocgoy = 1d, entonces,

f=/ld= f(UHUH) = (fUH)UH = OH'OH.

Con esto queda descompuesto el movimiento H como composiciéon de dos simetrias planas.
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