Problema 101
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Enunciado

Dado un triangulo AABC'. Desde un punto S, tracemos las rectas SA, SB y SC. Cortan
a la circunferencia circunscrita en Ay, By y C}, respectivamente.

Se tiene que los tridngulos AA;BC; y AABC son iguales (es decir, hay una permu-
tacién P de los puntos ABC' tal que los tridngulos AP(A)P(B)P(C) y AA;B;C; son
isométricos).

Demostrar que no hay mas de ocho de tales puntos S en el plano.

Solucion

1. Introducciéon

Al efectuar la transformacién sobre los vértices del triangulo AABC, se obtiene el tridn-
gulo AA1BC4. Ay, By y C] son las imédgenes respectivas de A, By C, esto es, A — Ay,
B — By y C — (. Como Ay, By y C; pertenecen a la circunferencia circunscrita de
AABC, denotada por I, la circunferencia circunscrita de AA;B;C} es la misma que la
de AABC, y por tanto también su circuncentro, denotado por O. Los puntos imagen A,
By y C pueden quedar dispuestos en sentido antihorario alrededor de I'y;,. y también en
sentido horario.
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Figura 1: Transformacién de AABC.



En vez de resolver el problema directamente, se va a abordar un problema mas general.
Se va a considerar un triangulo A Ay, BsCy, no necesariamente congruente con AABC, y
con la misma circunferencia circunscrita que AABC (As, By y Cy situados en sentido
antihorario alrededor de T'.;.). Se va a estudiar si es posible que al girar AA;ByCy en
torno a O se dé uno de estos dos casos:

1. Las rectas AAs, BBy y C'Cy sean concurrentes (en el punto S del enunciado). Luego
(Ala B17 Cl):(A27 827 02)

2. Las rectas ABy, BAs y CCy sean concurrentes (también en el punto S). Luego
(AlaBlycl):(B%AQaCQ)'

Las conclusiones que se van a obtener para el caso 1 seran las mismas que con cual-
quier permutacién ciclica de (A, By, Cy), es decir, (Ag, B, Cs), (Ba, Ca, Ag) 0 (Co, As, Bs).
Analogamente, las conclusiones del caso 2 serdn las mismas que con las permutaciones
no ciclicas de (As, By, Cs), es decir, (Ag, Cy, Bs), (Cy, By, Ag) 0 (Bg, Ay, Cy). Nbtese que
en el caso 1, Ay, By y C estan situados en sentido antihorario y en el caso 2, en sentido
horario.

2. Lugar geométrico de la interseccion de 2 rectas

2.1. Caso 1 - Lugar geométrico de la interseccién de las rectas
AAQ Yy BB2

Se va a analizar el lugar geométrico que describe la interseccion de las rectas AA; yBBs
cuando AA;ByCy gira en torno a O. Las conclusiones seran analogas para cualquier par
de rectas de entre las 3 que hay. Se denota /BOA = «, vy £ByOAy = [,, y se asume
aq > [B,. Las 2 rectas se cortan en el punto S. Por conveniencia, se orienta en lado AB
en la direccién g. Se distinguen dos variantes: a, + B, < 360°, que llamamos tipo 1, y
aq + B, > 360°, que llamamos tipo 2.

2.1.1. Tipo 1 (a + . < 360°)

Se va a probar que el angulo que forma S con los vértices A y B es constante cuando S
es interior a I'.;,. y también es constante cuando S es exterior a I'.;,.. Hay tres situaciones
posibles de los puntos A, y Bs respecto al arco AB cuando se gira AAyB>Cs en torno a

O:

1. Ay y By pertenecen a AB de .. S se sittia a la derecha de la recta AB, el angulo
Ve = LASB es exterior a I'.;, y viene dado por

_ 300° — ZBOA—ZBy0Ay _ o0 @t fa

Pae 2 2
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Figura 2: Interseccion de las rectas AAs y BBy cuando Ay v By pertenecen a AB.

2. Si As o By pertenecen a AB (por ejemplo As). S se sitta a la derecha de la recta
AB, el angulo p,. = ZASB es exterior a [',;, y vale también

_360° — (LBOA + £By0A; — ZBOAy) — LBOA, Qg + Ba

= 180° — .
2
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Figura 3: Interseccion de las rectas AAs y BBy cuando A, pertenece a AB.

3. Ni A, ni By pertenecen a AB de .. S queda a la izquierda de la recta AB, el
angulo p,; = ZBSA es entonces interior a I'y; y se calcula como

_ ZBOA+ /By0A;  ag+ fBa

Pai

Figura 4: Interseccion de las rectas AAs y BBy cuando ni Ay ni By pertenecen a AB.



Se concluye que cuando S es exterior a I'y;., ZASB es constante, y cuando S es interior
a I'sr, ZBSA también es constante. Si S es exterior a I';,., pertenece al arco capaz del
lado a de angulo
g + Ba

2 7
y si S es interior a I'.;., pertenece al arco capaz del lado a de angulo

Pai = agﬂ (2)

Como estos angulos son suplementarios, S describe entonces una circunferencia que pasa
por Ay B. Aunque se ha tomado «a, > 3, (para que fuera coherente con las figuras), si
g < [, se obtiene una circunferencia de las mismas caracteristicas y que pasa también
por Ay B.

Pae = 180° — (1)

2.1.2. Tipo 2 (a, + B > 360°)

Con un analisis analogo al del tipo 1, se prueba que S describe una circunferencia que
pasa por Ay B. Si S es exterior a ', se sitia a la izquierda de la recta AB y pertenece
al arco capaz del lado a de angulo

g + Ba

e = — 180°, 3
© 5 (3)

y si S es interior a I'.;,., queda a la derecha de la recta AB y pertenece al arco capaz del

lado a de angulo

®a + Ba

_— 4
: ()

Tanto en la variantes tipo 1 como en la tipo 2, los arcos exterior e interior de la circun-

ferencia que pasa por A y B se sitian siempre en semiplanos distintos (los que define la
recta AB).

Pai = 360° —

2.2. Caso 2 - Lugar geométrico de la interseccion de las rectas
AB2 Yy BA2

En este caso, se va a analizar el lugar geométrico de la interseccién de las rectas AB, y
BA; cuando A Ay ByCy gira en torno a O. Al igual que en el caso 1, las conclusiones seran
andlogas con cualquier par de rectas de entre las 3 que hay. Se utiliza la misma notacion
que en el caso 1.

Con un razonamiento similar al del caso 1, se demuestra que S describe una circunferencia
que pasa por Ay B. Si S es exterior a I'.;,., S se situa a la izquierda de la recta AB cuando
Qg > B,, v a la derecha cuando o, < f,. Pertenece ademas al arco capaz del lado a de
angulo
& — 3

gpae:‘ a2 a“ (5)
Si S es interior a I'.;,., queda a la derecha de la recta AB cuando o, > f3,, v a la izquierda
cuando «, < f3,. Pertenece al arco capaz del lado a de dangulo

|aa - ﬁa|

pui = 180° — = (6)



En el caso particular en que a, = f3,, las rectas ABy y BA, son siempre paralelas al girar
A Ay ByCs en torno a O y no se cortan. Unicamente, cuando Ay = Ay By = B, las dos
rectas coinciden y hay interseccion i.e. toda la recta AB.

En el caso 2, a diferencia del caso 1, se obtiene la misma circunferencia si a, + 3, < 360°
0 a4 + B, > 360°. Notese también que en el caso 2, si influye que a, > 5, 0 oy < [,.

3. Existencia de solucion

3.1. Caso 1l

Se ha demostrado que la interseccion de cualquier par de rectas (de entre las 3 que inter-
vienen en la transformacién) describe una circunferencia. Hay entonces una circunferencia
I', que pasa por los vértices A y B, una circunferencia [', que pasa por B y C'y una cir-
cunferencia I'., que pasa por C' y A. Por tanto, para que exista un punto S solucién,
'y, 'y y I'. han de cortarse en un mismo punto. Se denota Z/BOA = a4, ZCOB = ay,
LAOC = oy, LByOAy = B, LO0By = By y LAOC, = ..

En el caso 1, de las 3 circunferencias, a lo sumo sélo puede haber una circunferencia que
sea tipo 2. Si hubiera 2 6 3 circunferencias tipo 2, por ejemplo I', y I'y, se tendria que
cumplir

o, + B, > 360°

ap + ﬂb > 360°.

Sumando las 2 inecuaciones se tiene que
Qg +6a + oy + Bb > 72007

lo que es un absurdo ya que a,+ 8, +ap+ 5, < 720° ya que o, +ap+ e+ Lo+ Bp+ 8. = 720°.

Existen entonces dos situaciones posibles:

1. 'y, I'y y I'. son tipo 1.

2. Dos de las circunferencias I',, I', y I'. son tipo 1 y una es tipo 2. Sin pérdida de
generalidad, se asume por ejemplo que I', y I', son tipo 1 y I'. es tipo 2.

SobeS

\\\Fcz'r/,/ A

Figura 5: Caso 1 - Corte de I', y I'y si S fuera exterior a I,



', y Ty se cortan obligatoriamente en 2 puntos. El 1° punto de intersecciéon es el vértice
B. Si se cortaran solo en un punto, I', y [', tendrian que ser tangentes en B y los lados
AB y BC de AABC, colineales, lo que es un absurdo. El 2° punto de interseccion S
puede ser en principio exterior o interior a I'.;,.. Las rectas AB y BA dividen al plano en
4 regiones disjuntas; I', y I'y s6lo pueden cortarse en 2 de esas 4 regiones: donde I';, y Iy
son las dos exteriores o las dos interiores a I'.;,.. Si S fuera exterior a I'y;,., como se ve en
la figura |5 se tendria que cumplir que

LABC > LASC. (7)
ZABC puede calcularse como la suma de ZABO y ZOBC (los tridngulos AABO y

AOBC son isésceles), esto es

JABC = /ABO + ZOBC = 180° — 22t %

(8)
LASC es la suma de LZASB y ZBSC, calculados como en . Se tiene entonces

JASC = JASB + /BSC = 360° — Qe Pa vt D

2 2
Sustituyendo y @D en

Qg +

(9)

aa—i_ﬁa_&b—i_ﬁb
2 2

lo que es un absurdo ya que 3, + 8, + . = 360°.

180° — > 360° — = B, + [ > 360°,

Se concluye entonces que el punto S ha de ser interior a I'.;.. Se van a estudiar a conti-
nuacién dos situaciones segiin S sea interior o exterior a AABC.

3.1.1. S es interior a AABC

Si S es interior a AABC, se tiene que cumplir que
ZBSA+ ZCSB > 180°.

/ZBSAy ZCSB se calculan como en , luego

aa;'ﬂa + O{I)_;_/Bb Z 18007

que se puede poner en funciéon de a. y . como

ae + B

360° — > 180° = a. + 8. < 360°.

Se verifica entonces que si S es interior a AABC, T, es tipo 1.
ZASC se puede obtener a partir de ZBSC'y ZC'SB como
e + Be

LASC =360°— LBSA - ZCSB = 7

Luego S pertenece efectivamente a I['.;,. pues LZASC es igual al angulo del arco capaz del
lado ¢ cuando S es interior a I, calculado como en ([2)).

6



3.1.2. S es exterior a AABC (el segmento circular C'A)

Con el mismo razonamiento, si se tiene que cumplir que Z/BSA + ZCSB > 180°, se
obtiene que a. + . > 360°. Luego I'. es tipo 2.

ZCS A se calcula a partir de ZBSAy ZCSB como

Qg + Da ap +
5+b By

LOSA=LBSA+ LOSAB = =" T

que se puede poner en funciéon de a. y . como

/ASC = 360° — O‘C;B".

Se verifica también que S pertenece a I'., ya que ZASC es igual al angulo del arco capaz
del lado ¢ cuando S es interior a I'y;,., obtenido como en (H4]).

3.2. Caso 2

Se va a seguir el mismo procedimiento que con el caso 1. Se asume que o, # Ba, ap 7# By
v . # B.. Uno de los dos triangulos tendra 2 de sus 3 angulos mayores que los correspon-
dientes del otro triangulo, y el angulo restante serd mayor. Sin pérdida de generalidad, se
toma como hipdtesis que a, > B, ap > By v a. < [B.. Notese que no influye el tridngulo
que gira, en nuestro caso es AA;ByCy, y AABC es el que queda fijo. Es decir, se puede
tomar siempre como triangulo fijo el que verifica que 2 de sus angulos son mayores que los
correspondientes angulos del otro triangulo. El nimero de soluciones de los dos problemas
problemas es el mismo y se pueden calcular las soluciones de un problema a partir de las
del otro (mediante un giro en torno a O).

Al igual que en el caso 1, I', y I'y se cortan obligatoriamente en 2 puntos. El 1° punto
de interseccion es el vértice B. En este caso, el 2° punto de interseccion S ha de ser
necesariamente exterior a I'.;,.. Si S fuera interior, deberia ser la interseccién de los arcos
de I', y I', que son interiores a I';,.. Pero los arcos interiores a I'y;,. de I'y, v T'y, pertenecen a
regiones disjuntas: los segmentos circulares AB y BC' (ver figura , por lo que no pueden
cortarse entre si.

ZCS A puede expresarse a partir de ZCSB y ZBSA, obtenidos como en ()

05(1_5L1_|_O-/12_Bb7

LOSA=/205SB+ £ZBSA = 5 5

que se puede poner en funciéon de a. y . como

Bc_ac
5 .

LOSA =

Como por hipétesis a. < ., se verifica entonces también que S pertenece a I'. ya que
ZCS A es igual al angulo del arco capaz del lado ¢ cuando S es exterior a I';,., obtenido
como en . S se sittia en el semiplano que le corresponde si a. < f3. (definido por la
recta C'A).



4. Problema original

Se ha probado que para 2 tridngulos cualesquiera AABC' y AAsByCy con igual Ty, (con
aq # Ba, ap £ by a. # B para el caso 2), se puede siempre girar A A, ByCy alrededor de
I'.;» para que las rectas AA;, BB; y CC} sean concurrentes. Ademas, el dngulo de giro
necesario es unico (sélo hay una solucion).

El problema original es un caso particular del problema estudiado, en el que AA;ByCy es
congruente con AABC. AAyB>Cy es congruente con AABC' si sus 3 lados congruentes.
Notese que no necesariamente los lados de AA;B>C5 han de estar ordenados en el mismo
sentido (horario o antihorario) que los de AABC'. Luego para un triangulo AABC, hay
en principio 2 tridngulos congruentes con él como se muestra en la figura [6] Esto es
equivalente a que los 3 lados de AABC se pueden transformar en cualquier permutacion
de los lados de AABC' y ademés se puede hacer en principio segtn el caso 1 6 ZH Por
tanto, el problema tendria a lo sumo 2 - 3! = 12 angulos de giro solucién. Hay 6 subcasos
del caso 1 y 6 subcasos del caso 2. Cada manera de obtener AAy;ByCy congruente con
AABC, se va a caracterizar en funciéon de qué lado se transforma en cudl, por ejemplo
a—a, b—0b c— (E| Si un lado se transforma en si mismo, se expresa como ¢ — 1,
i € {a,b,c}. El valor del dngulo central que le corresponde al lado imagen del lado 7 de
AABC se denota por ; (definido de forma equivalente a como se ha hecho con «;).

- ~ -
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(a) Lados en sentido antihorario. (b) Lados en sentido horario.

Figura 6: Tridngulos congruentes con AABC.

Se van a examinar las soluciones del caso 2 en las que i — i (no se pueden estudiar como
el corte de I'y, T'y y T'c). De los 6 subcasos posibles del caso 2, hay 4 en que se cumple
t — 1 en alguno de los 3 lados.

!También se puede ver como que el caso 1 corresponde a las permutaciones ciclicas de { Ay, Ba, Co} v
el caso 2 a las permutaciones no ciclicas.

2En este ejemplo, a — a quiere decir que la imagen de a (el segmento A; By) tiene la misma longitud
que el lado a de AABC' (el segmento AB).



4.1. Soluciones en el caso 2 con i — ¢

4.1.1. a—a,b— b, c— ¢ (1 subcaso)

Se tiene entonces que v, = @4, Vb = a4 ¥ Ve = Q.. La Unica soluciéon posible para que
cualquier par de rectas (de entre las 3 que hay) se corten es que las rectas sean coincidentes.
Luego las rectas AB, BC' y C'A tendrian que cortarse en un mismo punto, lo que es un
absurdo (se cortan en los vértices de AABC que son 3 puntos). Por tanto, el problema
tiene a lo sumo 12 — 1 = 11 soluciones posibles.

4.1.2. Sélo un lado cumple i — i (3 subcasos)

Sin pérdida de generalidad se va considerar el subcaso en que v, = qp, Vo 7# Qa Y Ve 7 Qe;
con lo que B; = C' y (7 = B. (] tiene que pertenecer al arco 1@, que mide a, + a.. La
unica solucién es que € = C' de forma que v, = @, y 7. = a,. Luego el punto S es la
interseccion de la recta AB con la recta tangente a I'.;,. en A como se muestra en la figura
[7l Se verifica entonces que AABC'y la imagen de éste coinciden.

Si AABC es isésceles con el lado desigual BC', no hay soluciéon porque la recta AB y la
tangente a I'.;,. en A son paralelas; pero si hay solucién en las otras 2 soluciones posibles
en que v, = ap Y Yo = 0. Ademas, en los 2 subcasos restantes del caso 2 en que ningin
ladoi - i:a—b,b—c,c—>aya—c b— a, c— b, en uno de los lados iguales del
triangulo isosceles, se cumple que v; = ;. Luego S estd sobre la recta que pasa por ese
lado y se obtiene de la misma forma que en los subcasos discutidos en este apartado. Por
tanto, si AABC es isosceles, hay 11 — 1 — 2 = 8 soluciones posibles.

Si AABC' es equilatero, 7, = 7% = V. = aq = ap = @, en todos los subcasos del caso 2.
Luego no existe solucién en ningin subcaso (por la misma razén en que a — a, b — b,
¢ — ¢ del caso 2). Luego hay 11 — 5 = 6 soluciones posibles.

)
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Figura 7: Caso 2 con 7, = ay ( solucién sobre la recta BC).

4.2. Numero de puntos S solucién

Se ha probado que para cada manera de obtener A Ay BoCy congruente con AABC, existe
un unico angulo de giro solucién en cada una ellas. Segtin sea el triangulo, se tiene:



= Escaleno: 11 dngulos de giro solucion.
= Isésceles: 8 angulos de giro solucion.
» Equilatero: 6 angulos de giro solucion.

Hay que analizar si el punto S interseccién se repite entre alguno de los angulos de giro
para obtener el nimero de puntos S solucién distintos entre sﬂ En el caso 1, S es siempre
interior a I'.;,., y en el caso 2, siempre exterior. Los subcasos del caso 2 en que hay soluciones
sobre las rectas AB, BC'y C'A dan lugar a puntos S distintos, porque todos ellos estan
fuera de T, y pertenecen a rectas distintas (los puntos de interseccién de las rectas AB,
BC y CA: los vértices A, B y C' no puede nunca ser solucién porque las imagenes de 2
puntos coincidirian). Los puntos solucién sobre estas rectas no pueden coincidir tampoco
con los de los otros subcasos del caso 2 (que se calculan como interseccion de T'y, Ty, y T',)
porque estas rectas solo cortan a la circunferencias en los vértices de AABC.

Para estudiar si hay el mismo punto S entre los subcasos que se estudian como interseccion
de 'y, 'y y I, se consideran 2 lados cualesquiera, por ejemplo los lados a y b de AABC.
Se asume ademés que I', y I’y son tipo 1 para el caso 1 (I', puede ser tipo 1 6 2). Se sabe
que el punto S es la interseccién de I', y I’y que estda dentro de I'w;, (el otro punto de
interseccion es B, que pertenece a I';,.). S pertenece entonces al arco de I, que es interior
a ', que a su vez es el arco capaz del lado a de un cierto angulo. Lo mismo ocurre con
el arco de I'y en que se haya S.

Para que se tenga el mismo punto solucién S en 2 subcasos, los angulos de los arcos
capaces correspondientes a los arcos interiores de I', y I', deberian ser iguales en los 2
subcasos. Ya que si fueran distintos, S perteneceria a una circunferencia distinta y no se
obtendria el mismo punto. Hay que determinar en qué subcasos del caso 1 (de los 6 que
hay) se tiene el mismo punto S y si en los 2 subcasos del caso 2 (de un tridngulo escaleno)ﬁ
se tiene el mismo punto S.

En el caso 1, utilizando se tiene que cumplir

Qg +0; g+

2 2
ap + ay . ap + Oy, (10)
2 2 7

coni#j,m#k, i#k, j#myconijkméeab,c}

Se deduce que a; = o; y a = . S AABC es escaleno, se asume por ejemplo o, > oy >
a.. Pero debe cumplirse que o; = a; con i # j, lo que es un absurdo pues o, > o > ag;
por lo que no hay 2 subcasos con el mismo punto S. Si AABC' es isésceles y por ejemplo
Qg = qp # g, las 2 soluciones son: i = a, j =b, k=b,m=ao0i=0b,j=a, k=a,
m = b. Con los otros 4 subcasos, se llega a que o, = a, = a, lo que es un absurdo porque
el triangulo es isésceles y o # a,.. Por tanto, en un triangulo AABC' isésceles, hay 2
subcasos del caso 1 con la misma solucién. Se puede utilizar un razonamiento analogo si
ap = Qe # y 0 0 = Q. # . Si AABC es equilatero, en los 6 subcasos del caso 1, se
cumple y todos dan lugar al mismo punto S.

3Los 4angulos de giro si pueden ser iguales entre si.
4Son los 2 subcasos en lo que el punto S no estd sobre una de las rectas AB, BC o CA. Es decir, se
estudian mediante la interseccion de I'y, I'y v ..
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En los 2 subcasos del caso 2 (de un tridngulo escaleno), usando se tendria que cumplir

a0 — | _ Jau—

2 2
o — aw| _ Jon, — o

2 2 ’

coni#j,m#k, i #kyj#m.

Las 2 soluciones posibles serian: i = ¢, j =b, k=a,m=coi=0b,j=c¢, k=c¢, m=a.
Se asume por ejemplo que a, > ap > ag, y como b # k, b # m y m # k, se cumple
ap > g, O < Q 0 Qp < Qi Qg > . Es decir, el arco exterior a I, de Iy (S pertenece
siempre al arco exterior) queda en un semiplano distinto (definido por la recta BC') en
cada subcaso, por lo que los 2 subcasos no pueden tener el mismo punto S.

Finalmente, se tiene que el niimero de puntos distintos solucién S segtn el tipo de tridngulo
son:

= Escaleno: 11 puntos S distintos.
s Isésceles: 8 — 1 = 7 puntos S distintos.

» Equilatero: 6 — 5 =1 punto S.
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