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Enunciado

Sea T un tridngulo rectangulo isésceles. Sea S el circulo tal que la diferencia entre las
areas de 1" union con S y de T interseccion con S es minima. Demostrar que el centro de
S divide a la altura sobre la hipotenusa de T en el nimero de oro.

Solucion
1. Notacion

T es un triangulo isésceles rectangulo ABC, con catetos de longitud v/2 unidades.

A 2l B

Figura 1: Tridngulo is6sceles rectangulo T

El area a minimizar Ay es la diferencia entre el drea de la union U, y el area de la
intersecciéon A;

Ag= A, — 4. (1)

Si denotamos al drea de T" A; y al area de S A,, Ay se puede obtener también como

Ad - At ‘l— AS — 2A,L (2)



2. Clasificacion de los tipos de configuracion

Llamamos configuraciéon a una posible soluciéon al problema, que viene definida poxﬂ:

1. Posicién del centro O de S sobre la mediatriz de AB (en la que estd contenida la
altura sobre la hipotenusa).

2. Radio r de S.

Se va a probar que la configuraciéon que minimiza A, ha de ser tal que S corte a los 3
lados de T" en 2 puntos y centro O contenido en C'D como ilustra la figura siguiente.

Figura 2: Configuracién 6ptima del problema

Para ello, vamos a demostrar que para cualquier configuracién, existe una configuracion
como la de la figura [2 con menor o igual Ay.

2.1. Caso de la circunferencia inscrita

Es un caso particular de la configuracién de la figura [2} en el que los 2 puntos de cortes
sobre cada lado coinciden. Calculamos el radio de la circunferencia inscrita r;,, que es
tangente a AB, BC y C'A. El radio con el punto de tangencia es perpendicular a cada
lado.

Figura 3: Caso de la circunferencia inscrita

!Para no extender en exceso la demostracién, se han considerado sélo los casos en lo que el centro O
de S esta la mediatriz r de AB. Se puede probar que para todos los casos que no son de este tipo, se
puede hallar un caso con O en r con igual Ay.



La altura sobre la hipotenusa mide [ unidades. El triangulo PO;,C es isosceles porque
/ZP0O;,C'y Z0;,CP miden 45°. Se tiene entonces

l
2ripcosdb’ +rip, =l=r=——-= (\/5 — 1)L

1++2

Para este caso, A; = A, y se puede calcular Ay, que denominamos A7, con

Af =2 +ml(3 -2V2) —27%(3 - 2v2) = ![l = 7(3 - 2v2)| = 0,461>.  (3)

Azn Aén Ain

2.2. Clasificacion de las configuraciones

Todas las configuraciones que no son como la de la figura [2| se pueden clasificar segiin los
puntos de corte de S con T' como:

1. 2 puntos de corte en AB.

2. 1 punto de corte en BC'y C'A.

3. 1 punto de corte en BC'y C'A y 2 puntos de corte en AB.
4. Ningun punto de corte.

A continuacién vamos a discutir todas las configuraciones:

2.2.1. 2 puntos de corte en AB

Se parte de una configuracién como la de la figura [4] con r arbitrario. Se tiene un deter-
minado valor de A, y A;.

Figura 4: Configuracién de partida con 2 puntos de corte en AB

Se realiza una traslacién de S en la direccién ¢ hasta que S sea tangente a BC' 'y C'A. Se
obtiene un nuevo valor de A,, denominado A/, y de A;, denominado A. Se verifica

A, <A, (4)
Al > A, (5)



Teniendo en cuenta y , el nuevo valor de A;, denominado A/}, calculado con (/1)
cumple

Al < Ay
Tenemos 3 casos segun el valor de r:
2.2.1.1. r<nr
S no corta a AB. Si comparamos este caso con el de la circunferencia inscrita:
1. A, = A™ es decir el drea de T.
2. A; < A" porque 7 es menor que 7;.
Luego A, > A,
2.2.1.2. 1 <r<

S cortaa AB en 2 puntos y el centro O estd en C'D. Es decir, corresponde a la configuracién
optima.

2.2.1.3. Y2 <y
Este caso se muestra en la figura 5] El centro O queda por debajo de AB.

Figura 5: Configuracién con 2 puntos de corte en AB y @ <r

Llamamos ¢ a ZSOT, cong € (%, 77}. Calculamos A/, con como

A; esta acotado superiormente por el area del sector circular SOT

A< (7)

2r = @ equivale a que O esté en D. Este valor se obtiene con un razonamiento similar al de la

circunferencia inscrita.



Sustituyendo en (@, se acota Al como

AL > P4 — 2(57“2 =1+ (7 — o).

Como ¢ € (%, w}
A > P4 (m—¢)r? > 17 > 0,461
—
Ain

. . !’ . .
Por tanto, la cota inferior de A, es mayor que el valor obtenido con el caso de la circun-
ferencia inscrita.

2.2.2. 1 punto de corte en BC' y CA.

La configuracién de partida es como la de la figura [

Figura 6: Configuracién de partida con 1 punto de corte en BC'y C' A.

Se realiza una traslacién de S en la direccién —j hasta que S sea tangente a AB (se
cumple también A/ < A,y A, > A,).
Hay 4 casos en funcion del valor de 7:

2.2.2.1. r<nr
Se demuestra andlogamente al caso [2.2.1.1| que Al > A

2222, r;<r<i
S corta a BC' 'y C'A en 2 puntos, y el centro O estd en AB. Este caso corresponde a la
configuracion 6ptima.

2.2.2.3. L <r<li
Este caso se ilustra en la figura[7] A} puede obtenerse como suma del sector circular POU
y el cuadrilatero POUC

A; = Apou + Apouc- (8)

Sea ¢ ZPOU, con ¢ € ng, 71'}. En consecuencia, se puede acotar superiormente Apoyc
por el del tridngulo PU
Apovc < Apyc. (9)

3Hay un caso de este tipo con O por debajo AB sir > I.




Apyc se calcula como

(I —7r+rcos¢)2rsen?

2

Apyc =
Como sen% < 1 Apyc se acota superiormente como
Apye < (I —r+rcosg)r.
Se cumple | —r+1rcos¢p <[ —r con ¢ € (g,ﬂ'}, luego
Apye < (Il —r+rcos¢)r < (I —r)r.
Teniendo en cuenta y (9) v sustituyendo en (§)

AL < ZrP (I —1)r.

(CIRSS

A/, calculado con se puede acotar inferiormente teniendo en cuenta ([11)) como

Ay > \?,‘i‘gfi—Q [37”2 + (I — 7’)?‘] =P+ (r—¢)r* —2(l—1r)r.

Como ¢ € (g,w}
Ay > P4 (m—o)r? =2l —r)r > 12 = 2(1 —r)r.
Calculamos el minimo de f(r) = 1* — 2(I — r)r, que ha de cumplir
f’(r):2r—2(l—r):O:>r*:é.
Se obtiene f”(r) para determinar si 7* es un minimo
f'(r)y=4>0.

Se concluye que A} se acota inferiormente como

2

A;Zl2—2(l—r)r2l—>0,46l2.
2 N——

in
Ad

Figura 7: Configuracién con 1 punto de corte en BC'y CA'y % <r<l



2.2.24. [<r
Si se hace una traslacion de S en la direccion —¢ o ¢ segun el centro O esté por encima
o debajo de AB respectivamente. Se puede conseguir asi que T esté contenido dentro de
S. En este caso, A = A; y se puede calcular A}, con (2)

A= P +ari—2 17 =ar? -2

~— =~ ~—
Ay As A;

Como [ < r
L=qr? — 2> (7 — 1)1 = 2,141* > 0,46[>. (12)

"
Ain

2.2.3. 1 punto de corte en BC y CA y 2 puntos de corte en AB

La configuracién de partida es la de la figura [§

Figura 8: Configuracién de partida con 1 punto de corte en BC'y C'A y 2 puntos de
corte en AB

Hay 3 casos segun el valor de 7:

2.2.3.1. L<r<li
Este caso se muestra en la figura [J]

Figura 9: Configuracién con 1 punto de corte en BC'y C'A y 2 puntos de corte en AB y
L<r <l
2 _—



Este caso se puede razonar de forma andloga al caso [2.2.2.3] Se obtiene una cota inferior
como la del caso 2.2.2.3]

2

l
Ay > — > 0,460>.
2 ——
Ain

2.23.2. I<r
Se demuestra analogamente al caso [2.2.2.4]

2.2.4. Ningan punto de corte

Hay 2 tipos de configuraciones de este tipo:

1. T esta contenido dentro de S y r > [. Se puede seguir un razonamiento analogo al

del caso 2.2.2.4]

2. S esta por debajo o por encima de T'. Si esta por debajo, se demuestra analogamente
al caso [2.2.1] Y si estd por encima, se razonaria de manera analoga al caso [2.2.2]

En conclusién, se ha demostrado que para configuracién distinta de la de la figura [2] se
puede hallar una configuracién como la de la figura [2| con menor o igual A,4. Por tanto,
basta con determinar la soluciéon de minima A, con la configuracion 6ptima.

3. Solucion con minima A; con la configuraciéon 6ptima

Por la simetria del problema respecto a la mediatriz de AB, se va a considerar iinicamente
el tridngulo ADC'. Se emplea como referencia la figura [I0} Hay que determinar el circulo
que minimiza Ag. Se toman como variables r y « = ZSOD. El circulo queda definido con
estas 2 variables.

Figura 10: Variables del problema con la configuraciéon 6ptima

A partir de 7 y «, se pueden calcular 28 = ZQOS y 2y = ZPOQ.



3.1. Expresion de § y v en funcion de r y «

3.1.1. [ como funcién de r y «

Consideramos el cuadrilatero ASOQ.

Figura 11: Cuadrilatero ASOQ

El triangulo QO.S es isésceles porque SO y O@) miden r unidades. Luego podemos expresar
ZQSO0 en funciéon de S como

180° — 23
— =

Z0S8D que se puede poner en funcion de «a teniendo en cuenta que el triangulo OSD es
rectangulo

/QS0 = 90° — 3. (13)

Z0SD =180° — a —90° = 90° — av.

ZASO es el angulo suplementario de ZOSD y mide entonces 90° 4+ «. Por otro lado,
ZASO se puede calcular como

LASO = LASQ + ZQSO. (14)
Sustituyendo en , se despeja LASQ como
LASQ = LASO — ZQSO =90° + o — (90° — B) = a + f. (15)
Se calcula ZAQS en el tridngulo ASQ como
LAQS =180° — LQAS — LASQ = 180° — 45° — (o + ) = 135° — o — 3.

Aplicamos el Teorema del seno en el triangulo ASQ. AS mide [ — rsen o unidades y Q.S
2rsen f3.

[ —rsena _27”se116:>
sen(135° —a — 3)  sen4b°

2
= 7([ —rsena) = 2rsen sen(135° — a — ().
Expresamos el segundo miembro como suma de cosenos
2
\g_(l —rsena) = r[cos(135° — a — 23) — cos(135° — a)] .

Desarrollando cos(135° — «) y agrupando términos se tiene

?(l —rcosa) = rcos(135° — o — 23). (16)



3.1.2. v como funcién de r, a 'y 8

Se tiene el cuadrilditero ADOE. E es la interseccion de la bisectriz de ZQOP con CA.
Como el triangulo QOP es isosceles, FO es perpendicular a C'A. Luego ZQOFE es 7.

Figura 12: Cuadrilaitero ADOFE

Los angulos interiores de ADOFE suman 360°. ZEOD es o+ 23 + v y se puede calcular

despejar como
ZEOD = 360° — (45° +90° + 90°) = 135°.

Luego
a+28 4y =135 (17)

Se tiene entonces que ZEOC = 45° y se puede obtener ZPOC' como

/POC = /EOC — /EOP = 45° — ~.

3.2. Dominio de %

Ag

La frontera del dominio de ¢ viene dada por los valores de o y v con los que se tiene
solo 1 punto de corte en AB, BC o C'A:

1. @ =0: 1 punto de tangencia de S en ABy v € (O, ﬂ (el caso v = 0 corresponde al

caso de la circunferencia inscrita).

2. v = 0: 1 punto de tangencia de S en BC'y CAy a € (O, ﬂ (el caso o = 0

corresponde al caso de la circunferencia inscrita).
3. 7= 7:1 punto de corte de S en C'y a € {O,g]

Para determinar la configuraciéon 6ptima se van a calcular las derivadas parciales de %.

Se van a estudiar por separado las configuraciones en la frontera del dominio (donde no
se pueden definir todas las derivadas parciales) , que son funciones de 1 variable.

3.21. a=0

Se puede expresar en funcién de r, o y v teniendo en cuenta como

V2

T(Z—Tcosoz) = rCcosY. (18)

10



Y r se pone como funciéon de a y v como

o V2 lf . (19)
2 cos'y—|—72cosa

Se calcula %, que es funcién de . y r con como

Ad l2 7T7'2 Al
2 )= — 4 22 20
= flar)= 5 o+ -2 (20)
~~
At As
2 2

donde % es la suma de los triangulos SDO y QOP y los sectores circulares SOQ y POF

(ver figura

A r2senacosa+r22ﬂ+2r286n7008’y+7“2 (%‘7) _
2 2 2 2 2 B
5 |sen(2a) sen(27) L
= r l4 + 3+ 5 + g 3|

Se puede expresar unicamente en funcién de r, o y 7y sustituyendo [ segun ((17))

A 2 [sen(Qa)_l_?m a vy sen(2y) ’y]_

2 4 8 2 2 2 8 2
_ 2 sen(2a) T a sen(2) (21)
4 2 2 2
Sustituyendo en (20))
12 2
fla,r) = = —1? sen(Za) _ 7 _ a — 2y +sen(27y)] . (22)
2 2 2
Para o = 0, se obtiene una funcién de la variable r
12 o
£0,r) = glr) = 5 = * |2 = 27+ sen(2y)] (23)
donde v depende implicitamente de r a través de como
2
£(l — ) =7TC0osY.
2
Se puede obtener g—: derivando los 2 miembros de la expresion anterior
2 Oy V24 2cosy
2 oy T rEeny or 2rsen vy (24)
Calculamos 898—(:) con 1)
0 0
%Y) = —2r [—;T — 2y +sen(2y)| — 17 [~2 + 2 cos(27)] a—z

11



Sustituyendo % por 1)

af(0,7)
or

242
=r {7‘( + 4y — 2sen(27y) + 2r [1 — cos(27)] \/W} :

2r sen vy

Con las férmulas del seno del dngulo mitad 1 — cos(27y) = 2sen?y

dg(r) V2 + 2005’7} _

or 2r sen -y

= r {77 + 4y — 2sen(27) + 4rsen®y

= r{7r—|—47—286n(27)+288n7[\/5—}—20037}}:
= 7[m+ 4y — 2sen(2y) + 2v/2seny + 4seny cosy] =
(27)
2sen(2y

= 7r[r 4 47+ 2v2sen ).
Se cumple que 4y 4+ 2v/2sen~y > 0 para v € (0, ﬂ Luego a%(:) > 0 en dicho intervalo.
Por tanto, todos los casos con a = 0 estdn acotados inferiormente por el caso de la
circunferencia inscrita.

3.2.2. v=0
Para v = 0, sustituyendo en se obtiene

2o,

sen(2a) 7
flonr) = hir) = & [ o) = ] (25)
donde o depende implicitamente de r segun ((18)) como
2
£(l —rcosqa) =r.
2
Se puede obtener g—f derivando los 2 miembros de la expresion anterior
V2 V2 oo da 24 +V2cosa
——cosa+ —rsena—=1= — = ———. 26
2 2 or or V21 sen a (26)

Con , calculamos %(:)

oh(r) sen(2a) 7w 9 O
By _—QT[ 5 —2—041 —r [—1+Cos(2a)]5.

Sustituyendo g—‘j por

Oh(r)
or

= {w + 2a — sen(2ar) + 7 [1 — cos(2a)]

2 ++1/2cosa
V2rsena |

12



Como 1 — cos(2a) = 2sen?

Oh(r)
or

2 2
= 7|7+ 2a —sen(2a) + 2rsen” QM =
\/§r sen o

=7 [7r +2a — sen(2a) + v2sen a(2 + V2 cos Oz)} =
= 71+ 20 —sen(200) + 2v2sen a + 2sen o cos o] =

sen(2a)

= r[r+20+2v2senal.

2004+ 2v/2sena > 0 para o € [O, ZJ Luego 8}5—(” > ( en ese intervalo. Por tanto, todos los

T
casos con v = 0 estan acotados inferiormente por el caso de la circunferencia inscrita.

3.2.3. y=

~13

Siae [O, %), se puede hacer una traslacion de S en la direccién —3 de forma que haya 2
puntos de corte de en AB, BC' y BA. Con un razonamiento analogo al expuesto en [2.2.1],
se verifica que A}, < Ajy.

Si a = 7, se trata del caso de la circunferencia circunscrita y r = [. Se calcula Agq por

medio de (2)) como

~— =~ ~—~ \ ,
At As Az Agn

3.3. Calculo de % minima

Una condicién necesaria de un minimo local de f(«,r) es

of(a,r) 04 _0
oo da

Calculamos %%Ai
«

10A; 5[ O [sen(2q) 0 (a)_@ O 9
= r { [ ] 7 () 8a+87 stap—

sen(27)1 87} _

2 da da 4 C da \2 Oa
5 |cos(2a) 1 Oy 0y
= - - — 2v)—1| . 2
r l 5 5 8a+COS< y)aa (27)
Para calcular g—l, derivando ambos miembros de 1) respecto a «
V2 07 oy V2 sen o
— = — — = —=—— . 2
5 Tsena ey = o 2 sony (28)

13



Sustituyendo en
1 0A; 5 (cos(2a) 1 V2sena V2 sen a)
— = T =

— Y2 cos(2
2 2 2 2 senvy 2 cos( 7>semw

, [cos(2a) seny — seny + v/2sen o — /2 cos(27) sen a
/ru s
2seny

2 { —seny [1 — cos (2a)] + v/2sen a [1 — cos(27)] }
2sen 7y '

Se tiene 1 — cos(2a) = 2sen® a y 1 — cos(27y) = 2sen? . Sustituyendo

104, -2 >0 +2v2 i
1 B 2( sen ysen’ a + 2v/2senasen 7) = r2sen a(—sen o + V2 sen ).

=r
2 da 2seny
Exigiendo %%ﬁ" = 0, hay 2 soluciones:

1. sena = 0 = a = 0 que pertenece a los limites del dominio y ya se ha discutido
previamente.

2. sena = v/2sen~. Es el resultado que se va a utilizar a continuacién.

Desarrollando

A
2

= f(Oz,T’):

l2
= 5 —7r? <senacosa+ g — o — 27+288n’ycos7> .

g—rz sen(2a) 7w
2 2

5 +—a—2’y+sen(2fy)] =

Teniendo en cuenta que sen o = V2 sen -y

l2
f(oz,?") _ 5 g (\/ﬁsen’ycosoé‘f‘ g —a—2fy+\/§senozcosv>.

Como v/2sen(a +7) = v2senycosa + v/2sen acosy
?o, T
f(a,r):§—r {\/isen(a+"y)+2—a—2fy].

Se va a expresar f(a,r) en funcién de vy # = « + . Se hace el cambio de variable,
a=0—vy

2
/;d:m(%@):g—7“2(\/§sen9+72r—9—7>. (29)

r? se puede expresar en funcién de a y v a partir de y usando que sen o = v/2sen y

, 2 2

rT = = .
34+ 2v2cosacosy —2sen?a 3+ 2v/2cosacosy — 2v/2sen asen y

14



Teniendo en cuenta que 2v/2 cos(a + ) = 2v/2 cos a cosy — 2v/2sen asen y
r? = ’ = ’ .
3+2v2cos(a+7) 34 2v2cosf
Sustituyendo en

2 2 T
0 :—< 2 0+ ——0— > 31
m(y,6) 2 3+4+2v2cosb V2sen + 2 7 (31)

(30)

La condicién sen v = v/2 sen vy resulta
sen(f —v) = v2sen . (32)

En consecuencia, con esta condicién m(y, ) depende de una variable: v o 6, ya que una
depende implicitamente de la otra a través de . En nuestro caso, consideramos -y
funcién de 6.

2N
I 0

0
Figura 13: Arbol de la dependencia de las variables de m(v, 8)

El minimo de m(v,0) es un punto critico y ha de cumplir %m(@yy) = 0. Calculamos
am(0,7)

) p (\/50089— 1-— %) (34 2v2cos0) +2\/§sen9(\/§sen9+g—9—7)

Z om0, ) =
89m( 7) (3+2\/§c059)2

Igualando el numerador a 0, y desarrollando la expresion

V2cos0 —/2(20 + 2y — w)send — 3 + 4 cos? 6 + 4sen® 6 —(3 + 2\/50059)% =0 (33)
4
Derivamos los dos miembros de (32)) respecto a 6
cos(f — ) — cos(0 — 7)(;;/ = /2 cos 7(;;
Se despeja %
vy _ cos(f — ) _ (34)
90 cos(f — )+ v2cosy
Sustituyendo en
cos(f — )

—V2(20 + 2v — 0+ +vV2cosf+1—(3+2V2cosf =
V2(20 4+ 27 — ) sen 6 4+ /2 cos ( V2 cos )COS(Q—’}/)+\/§COS’Y

15



Como 3 + 2v/2cosf = (cos(f — ) + v/2cos7)? como se ha mostrado en (30)

—V2(20 4+ 27y — 7)sen + v/2cos 0 + 1 — cos( — y)[cos(0 — v) + V2 cos~] = 0.  (35)

Vamos a probar que los sumandos v/2cos 6 + 1 — cos(6 — 7)[cos(f — v) + v/2cosy] = 0.
Deshacemos el cambio 6 = a +

V2cos(a+7) 4+ 1 — cos afcos(a) + V2 cosy] =
— V/2cosarcosy — V2senaseny + 1 — cos® af —v/2 cos acosy =

1—sen? o
= —V2senaseny + sen’a  =0.
— —

\/isena sen -y

Por tanto, resulta
—V2(20 + 2y — 7) senf = 0.

Hay 2 posibles soluciones:

L.O+~y=73.

2.senf =0= 60 =a+~v=0. Como a y v tienen que ser positivos, « =0y v = 0. Se
tiene el caso de la circunferencia inscrita, que ya se ha calculado previamente.

Analizamos %m(@,v) para comprobar que es un minimo. -Zm(#,~) segin lo mostrado

00
anteriormente es

5, (20 4+ 2y — ) send V212 sen 6

—m(f,7) = V20 = 20 + 2y — m).

OQm( 7 =V2 (34 2v/2cos 6)2 (3 +2v/2cos (9)2( T2y =)
V212 sen

Como 0 < 0 < 7, el factor > 0. Luego el signo de %m(@, ~) viene determinado

(34+2v/2 cos )2
por el factor 20+2vy—n. Para 4 = 7 se obtiene un punto critico, es decir el par (6*,~*),

donde v* se obtiene a partir de * con . Si se expresa en funcién de o y v

@_ COoSs (v
20 cosa+ v2cosy

Como 0 <a<fyl<y<], g—g > 0. Luego para un valor de # < 0*, el valor de v
correspondiente a 6 cumple v < v*. Por tanto, para 6 < 6%, 20 +2v—xm < 0y para 6§ > 0%,
20 + 2y — 7 > 0. Es decir, m(6, ) decrece para § < 6* y crece para 6 > 0* y se concluye

que el punto critico #* es un minimo.
Calculamos cos y sen. Con v = 7 — 6 en (32)

sen (29 — g) = v/2sen (72r — 8) = —cos(20) = V2cosf =

= —(cos’f —sen?0) = v/2cosf = 2cos* 0 + V2 cosf — 1 = 0.

Es una ecuacion de 2° grado

(1+£+5).

cosf =

V2E£V2F8 V2
4

—4
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La tinica solucién posible es cos = ?(\/5 —1). Se calcula sen 6 como

Sen9:\/1—;(6—2\/5)=1+\/3.

2
Para 0 +~v =7, (31)) es
A, PP 12

AT T (Zsend).
2 2 3+2\/§cosﬁ(\/_sen )

Sustituyendo cos y sen 6, calculamos A,

V2 + 25
Ad:l2_+7\/_ =[? (1—\/10\/5—22) ~ 0,400* < 0,46[* .

n
Ad

Por tanto, con el minimo obtenido se tiene un valor de A; menor que el obtenido con el
caso de la circunferencia inscrita

Se obtiene cos~y como

14++5

COS 7Y = COS <7T —9) =senf =
2 2

Y senvy

seny = sen (;T —6) = cosf = \{f(\/g— 1).

DO = rcosa, donde cos a se puede calcular como

cosaw = cos (0 —~) =cosfcosy+senfseny =

2”?5\?(\/5 —1) ”NQ_H

Sustituyendo r por

V2 l V2 l
rcosa = —— cosq = ————— =
2 V2
2 5 cos o 2 o+
V2 V2 21/2v/5 — 21

cosy +
vz b V2 _
2 V5 4 ve 2 914+ vB 4+ v2y/2v5 - 2

V2225 — 2(2/1 + V5 — V21/2v/5 — 2)i
2 22(14+/5) — 2(2/5 — 2) B
V2 (12v/2 - 4/10)l _ (3 —+5)I

2 8 2
Finalmente, calculamos la relacién I;DDOO
[-DO _ 1 2 2-34V5  (C14VE)BHVE)
DO DO ~ 3-v5 = 3-5 -5 i
24+2v5 1 )
_ 225 14VE L op,

4 2
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